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Die Beobahtung und Messung der Parallaxe des Mondes ist immer wieder eine faszi-

nierende Aufgabe, für die wir uns im Ruhrgebiet und auf der Hakos-Farm in Namibia

verabredeten. Was aber tun, wenn an einem der beteiligten Standorte das Wetter

einen Strih durh alle Planungen maht? Es werden hier zusätzlih zwei E�ekte und

Verfahren vorgestellt, mit denen es möglih ist, die Entfernung des Mondes allein zu

bestimmen.

1 Einleitung

Die Entfernung eines astronomishen Objektes (geometrish) zu bestimmen, bedeutet, von weit

voneinander entfernten Orten gleihzeitig aus die Rihtungen zu bestimmen, in der es �gesehen�

wird, und die Di�erenz p zwishen diesen Rihtungen zu messen.

Eine Möglihkeit dazu ist, seine Stellung am Himmel relativ zu benahbarten Sternen zu be-

stimmen. Das ist möglih, indem man die mit einem Fernglas oder sogar mit bloÿen Augen

beobahteten Positionen in eine gute Sternkarte einzeihnet und dort die jeweiligen äquatoria-

len Koordinaten, Rektaszension und Deklination, oder direkt den Winkelabstand zwishen den

Positionen abliest. Eine andere Möglihkeit besteht darin, das Objekt zu fotogra�eren und das

Bild mit einer Sternkarte oder einem astronomishen Programm zu vergleihen. Ih habe solhe

internationalen Projekte mehrmals durhgeführt, am Mond in den Jahren 2000 ([1℄) und 2009

([2℄).

Wenn der lineare Abstand ∆ zwishen den Beobahtern bekannt ist, ist es im Prinzip einfah,

die Entfernung d des Mondes näherungsweise zu berehnen (Abb. 1):

d =
∆

2

tan p
2

≈
∆

p
(p im Bogenmaÿ) (1)

Dabei wird zunähst vereinfahend angenommen, dass die Verbindungslinie der beiden Beobah-

tungsorte senkreht auf der Rihtung zum Mond steht (siehe jedoh Anhang A.2).

2 Die Mondparallaxe Ruhrgebiet - Namibia

Meine Reise zur Hakos-Farm in Namibia im Jahr 2016 bot eine gute Gelegenheit, in Zusam-

menarbeit mit Freunden in Deutshland die Parallaxe des Mondes zu fotogra�eren und daraus

seine Entfernung abzuleiten. In der verabredeten Naht (22./23. Mai) und auh in den folgenden
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Abbildung 1: Das Prinzip der Entfernungsbestimmung durh Parallaxenmessung

Nähten war leider der Himmel über dem Ruhrgebiet mit Wolken verhangen. Aber am 29. Mai

gelang doh noh eine Messung, bei der wir, um niht an vorüberziehenden Wolken zu sheitern,

den Mond zwishen 1:55 UT und 2:20 UT im Abstand von fünf Minuten fotogra�erten. Dabei

wählten wir eine kleine Brennweite (f ≈ 35mm), um auf den Fotos in der Umgebung des Mondes

Fixsterne �nden und identi�zieren zu können.

Auÿer bei einer Mond�nsternis (siehe [3℄) ist es shwierig, den Mond so zu fotogra�eren, dass

er auf dem Bild niht überbelihtet ist, aber trotzdem Sterne auf dem Foto zu erkennen sind.

Wir haben das Problem dadurh überwunden, dass wir jeweils mit feststehender Kamera und

unverändeter Brennweite zwei Fotos unmittelbar naheinander aufgenommen haben: eins mit

sehr kurzer Belihtungszeit, um den Mond rihtig zu belihten und seine Position auf dem Foto

exakt messbar zu mahen, ein weiteres mit langer Belihtungszeit, um Umgebungssterne siht-

und auswertbar zu mahen. Die Positionen von Mond und Sternen haben wir anshlieÿend auf

den beiden Bildern naheinander gemessen. Anshauliher ist es jedoh, die beiden Digitalbilder

mit einem Bildbearbeitungsprogramm zu kombineren, z. B. durh Di�erenzbildung (s. Abb. 2).

Wir haben dazu das Publi-Domain-Programm ImageJ verwendet.

Entsheidend ist dabei, dass sih die Orientierung der Kamera zwishen den beiden Aufnahmen

niht ändert (z. B. bei der Umstellung der Belihtungszeit) und dass die beiden Aufnahmen so

shnell aufeinander folgen, dass die zwishenzeitlihe Bewegung des Mondes vernahlässigt wer-

den kann. Beides gelingt am besten, wenn man die Kamera von einem Laptop aus fernbedienen

kann.

Mit dem Astronomieprogramm Guide haben wir dann die Sterne des Umfeldes identi�ziert. Das

ist erforderlih, wenn man die Bilder kombinieren will, aber über�üssig, wenn nur die Mondko-

ordinaten mit einem Astrometrie-Programm bestimmt werden sollen. Abbildung 3 zeigt oben

die so um 2:10 UT gewonnenen Aufnahmen aus Bohum und Namibia. Das Kombinationsbild

haben wir erzeugt, indem wir das Namibia-Bild anhand der identi�zierten Sterne mit ImageJ

geeignet skaliert, gedreht und vershoben haben. Das Bild zeigt niht nur die parallaktishe Ver-

shiebung des Mondes, sondern � anhand der ursprünglih horizontalen Beshriftungen � auh

die untershiedlihe Orientierung der beiden Beobahter (bzw. ihrer Horizonte).

Es ist reizvoll, aber niht ganz einfah, die Positionnen des Mondes auf den Bildern selbst zu

bestimmen (siehe Anhang A.1). Wir haben deshalb die Bilder mit einem Astrometrie-Programm,

im Internet z. B. mit Astrometry.net, auswerten lassen. Es ist erstaunlih, wie viele Sterne dabei

identi�ziert werden. In dem dabei erzeugten Bild konnten wir uns dann mit Hilfe des Programms
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Abbildung 2: Der Mond von Namibia aus fotogra�ert; oben links: lange belihtet (1 s), oben

rehts: kurz belihtet (1/2000 s), unten: Di�erenz der beiden Fotos
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Abbildung 3: Vergleih gleihzeitig aufgenommener Fotos mit Kennzeihnung identi�zierter Um-

gebungssterne; oben links: Bohum (A. Knülle-Wenzel), oben rehts: Namibia, unten: Überla-

gerung Bohum-Namibia. Der �namibishe� Mond ist gegenüber dem aus Bohum parallaktish

nah Norden vershoben.
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geogr. Koordinaten Mondkoordinaten

Beobahtungsort ϕ λ ∆ α δ p

Hakos Farm, Namibia −23.14◦ 16.33◦ 334.73◦ −9.02◦

Bohum 51.48◦ 7.22◦ 1.22RE 334.63◦ −10.14◦ 1.12◦

Tabelle 1: Ergebnisse der Parallaxenmessung Bohum-Namibia um 2:10 UT

AstroImageJ die Koordinaten des Mondes anzeigen lassen. Shlieÿlih berehneten wir aus den

von Bohum und Namibia aus gemessenen Mondkoordinaten mit Hilfe des Seitenkosinussatzes

den Parallaxenwinkel p:

cos p = sin δ1 sin δ2 + cos δ1 cos δ2 cos(α1 − α2)

Tabelle 1 zeigt die Ergebnisse.

Aus dem Parallaxenwinkel ergibt sih nah (1) die Entfernung des Mondes zu 62.4 Erdradien

(62.4RE). Er ist im Vergleih zum korrekten Wert (59.2RE) um etwa 5% zu groÿ. Die in (1)

ein�ieÿende Annahme, die Verbindungsgerade stehe senkreht auf der Rihtung zum Mond, ist

hier jedoh niht erfüllt. Es kommt aber auf den projizierten Abstand zwishen den Beobah-

tungsorten an, der zum Zeitpunkt der Aufnahmen nur ∆⊥ = 1.12RE betrug (s. Anhang A.2).

Damit würde sih der Mondabstand zu 57.3RE ergeben.

Mit der korrekten Rehnung, in der etwas Vektorrehnung verwendet wird (siehe Anhang A.2),

ergibt sih die Mondentfernung aus den gemessenen Mondpositionen zu dM = 57.5RE . Die Ab-

weihung vom korrekten Wert beruht darauf, dass die auf den Fotos gemessenen Mondpositionen

um etwa 0.1◦ von den wahren Werten abweihen.

Aus der Parallaxenmessung von Bohum und Namibia aus ergab sih am

29. Mai 2016 die geozentrishe Mondentfernung zu

Dgeoz = 57RE ± 3%.

3 Die täglihe Parallaxe des Mondes

In der Naht, in der die Zusammenarbeit mit den Freunden im Ruhrgebiet niht zustande kam,

nutzte ih die Gelegenheit zu zwei Versuhen, die Entfernung des Mondes allein zu messen. Bei

der Messung der �täglihen Parallaxe� eines Objektes lässt man sih selbst durh die Drehung

der Erde an einen weit entfernten Ort �transportieren�. Die Messmethode wird jedoh durh

die Eigenbewegung des Mondes ershwert. Wenn man einige Stunden später wieder zum Mond

shaut, hat er sih auf seiner Bahn um die Erde weiterbewegt. Der Untershied zwishen den

beiden beobahteten Mondpositionen (α1, δ1) und (α2, δ2) ist deshalb eine Überlagerung aus

Eigenbewegung und Parallaxe.

Die Eigenbewegung kann jedoh dadurh abgetrennt werden, dass die Position des Mondes zwei-

mal im Abstand eines Mondtages (24h50min) gemessen wird. Dann ist die Konstellation von

Erdmittelpunkt, Mond und Beobahter bei beiden Messungen dieselbe, und die beobahtete

Rihtungsänderung beruht allein auf der Eigenbewegung des Mondes. Nimmt man dann an, dass

sih der Mond in der Zwishenzeit gleihförmig bewegt hat, können für die Zwishenzeit durh

Interpolation �parallaxenfreie� Mondpositionen berehnet werden.

Ih erläutere das Verfahren am Beispiel meiner Messungen am 22./23. Mai, deren Ergebnisse in

Tabelle 2 zusammengestellt sind. Der Mond wurde an zwei aufeinander folgenden Abenden zu

den Zeiten t1 und t3 und am frühen Morgen dazwishen zur Zeit t2 wie in Abshnitt 2 beshrieben
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Abbildung 4: In Namibia zur Messung der täglihen Parallaxe aufgenommene Fotos mit Kenn-

zeihnung identi�zierter Umgebungssterne; oben links: Di�erenzbild 4:48:58 UT, oben rehts:

Überlagerung der drei Aufnahmen, unten: eingenordet durh Überlagerung mit dem entspre-

henden Sternfeld (Guide). Zu erkennen ist die Eigenbewegung des Mondes von Westen nah

Osten. Nahträglih wurde die Position eingezeihnet, die sih durh lineare Interpolation aus

den Messungen 1 und 3 ergibt.
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geogr. Position Uhrzeit Mondposition

ϕ λ α δ ∆ p

−23.14◦ 16.33◦ 17:52:48 UT 251.55◦ −16.85◦

−23.14◦ 16.33◦ 4:48:58 UT 255.46◦ −17.52◦

−23.14◦ −147.71◦ 4:48:58 UT 257.38◦ −17.34◦ 1.82RE 1.82◦ lin. interpoliert

−23.14◦ 16.33◦ 18:40:34 UT 264.77◦ −17.96◦

Tabelle 2: Gemessene Mondpositionen und daraus abgeleitete interpolierte Mondposition zur

Bestimmung der täglihen Parallaxe.

fotogra�ert (Abb. 4). Wie lässt sih aus den beobahteten Mondpositionen ein Parallaxenwinkel

ableiten?

Um die Überlegungen und Rehnungen so einfah wie möglih zu halten, sei zunähst angenom-

men, dass sih Rektaszension und Deklination des Mondes während des gesamten Zeitraumes

gleihförmig ändern (siehe jedoh Anhang A.3). Dann kann man, ausgehend von der zur Zeit t1
gemessenen Position, durh lineare Interpolation �parallaxenfreie� Mondpositionen berehnen.

α′(t) = α(t1) +
α(t3)− α(t1)

t3 − t1
, δ′(t) = δ(t1) +

δ(t3)− δ(t1)

t3 − t1
(2)

Diese Mondpositionen könnten von einem �virtuellen� Beobahter gemessen werden, dessen Po-

sition sih im Raum niht ändert, der also an der Rotation der Erde niht teilnimmt. Bezüglih

des realen Beobahtungsortes würde er sih nah Westen bewegen und auf dem zugehörigen

Breitenkreis pro Stunde 15◦ überstreihen. Seine geogra�she Länge λv würde sih gemäÿ

λv(t) = λB −
15◦

h
(t− t1) (3)

gegenüber der geogra�shen Länge λB des Beobahtungsortes verringern (Abb. 5). Aus der Län-

genänderung und der geogra�shen Breite lässt sih der lineare Abstand ∆ zwishen den beiden

Orten berehnen.

In Abbildung 4 ist die �parallaxenfreie� Mondposition (α′(t2), δ
′(t2)) orange eingezeihnet. Die

tatsählih zu dieser Zeit gemessene Mondposition ist deutlih nah Westen dagegen vershoben,

weil sih der Beobahter nah der Messung 1 weit nah Osten bewegt hat. Aus der Basislänge ∆
und dem gemessenen Parallaxenwinkel p = 1.8◦ ergibt sih nah (1) die Entfernung des Mondes

zu 57 Erdradien.

Damit ist es gelungen, die Mondentfernung von einem festen Standort aus allein zu messen.

Der gemessene Parallaxenwinkel ist gegenüber dem wahren Wert (p = 1.65◦) um 10% zu groÿ.

Diese Abweihung beruht nur zu einem kleinen Teil auf den hier gemahten Vereinfahungen. Da

sih mit dem im Anhang beshriebenen Verfahren ein fast perfekter Wert für die Mondentfer-

nung ergibt, wenn die Rehnungen mit den wahren statt mit den gemessenen Mondpositionen

durhgeführt werden, sind ansheinend die gemessenen Positionen niht genau genug: Der Paral-

laxenfehler liegt in der Gröÿenordnung der Unsiherheit bei den einzelnen Positionsmessungen.

Aus der Messung der täglihen Parallaxe des Mondes am 22./23. Mai

2016 ergab sih seine geozentrishe Entfernung zu

Dgeoz = 57 ± 10%,
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Breitenkreis -23 Grad
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M2 4:48:58 UT

Nordpol ∆λ∆
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p

Abbildung 5: Das Prinzip der Bestimmung der täglihen Parallaxe. Eingezeihnet sind (shwarz)

die Messung zur Zeit t2 und (blau) die für dieselbe Zeit aus den Messungen 1 und 3 berehnete

Messung des �virtuellen� Beobahters, der seit Messung 1 niht an der Erddrehung teilgenommen

hat. Die Neigung der Erdahse gegen die Mondbahnebene wird vernahlässigt.

4 Die Gröÿenänderung des Mondes

Der aufgehende Vollmond ersheint uns im Vergleih zum hoh am Himmel stehenden Mond

riesig. Dabei muss es sih um eine Täushung unserer Wahrnehmung handeln � die sogenannte

Mondillusion ([4℄). Denn objektiv tri�t das Gegenteil zu: Zwishen Aufgang und Kulmination

bewegt sih der Bobahter aufgrund der Erddrehung auf den Mond zu, der Winkeldurhmesser

des Mondes muss dabei zunehmen. Im Extremfall, zwishen Aufgang und Zenitdurhgang des

Mondes, ändert sih der Abstand des Beobahters vom Mond ungefähr um einen Erdradius. Bei

einer Mondentfernung von etwa 60 Erdradien vergröÿert sih dabei der Winkeldurhmesser um

1.6%. Kann man den E�ekt auf Mondfotos messen und daraus die Mondentfernung ableiten?

Im Grenzfall bilden der Erdmittelpunkt, der Beobahtungsort bei Mondaufgang und der Mond

ein rehtwinkliges Dreiek (s. Abbildung 6), sodass für die beiden Entfernungen zwishen Beob-

ahter und Mond, die topozentrishen Mondentfernungen DtopoA und DtopoZ , gilt:

D2
topoA

D2
topoZ

=
D2

geoz −R2
E

(Dgeoz −RE)
2
=

Dgeoz +RE

Dgeoz −RE
.

Die sheinbare Gröÿe des Mondes, d. h. sein Winkeldurhmesser w, ändert sih umgekehrt pro-

portional zu seiner Entfernung,

α =
wZ

wA
=

DtopoA

DtopoZ

.

Damit lässt sih die geozentrishe Entfernung des Mondes Dgeoz auf das Verhältnis α der gemes-

senen Winkeldurhmesser zurükführen:

Dgeoz

RE
=

α2 + 1

α2 − 1
(4)

In meiner ersten Naht in Namibia, 22./23. Mai 2016, kulminierte der noh fast volle Mond nahe

beim Zenit � eine ideale Gelegenheit für den Versuh, seine Gröÿenänderung zu dokumentieren

und zu messen. Ih fotogra�erte den Mond kurz nah Aufgang um 18:32 UT und kurz vor seinem

Höhststand um 23:09 UT. Dabei benutzte ih eine feststehende Kamera mit einem Spektiv
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Beob.1

Beob.2

Erdmittelpunkt

DtopoZ

DtopoA

RE

Mond

Abbildung 6: Das Dreiek Mond-Erdmittelpunkt-Aufgangspunkt ist rehtwinklig.

(e�ektive Brennweite f = 800mm). Die mit meinem Pendelquadranten gemessenen Mondhöhen

betrugen dabei h1 = 8◦ und h2 = 80◦.
Auf den Fotos (Abb. 7, oben) kann man in der hier gezeigten Verkleinerung, anders als am Mo-

nitor, zunähst keinen Gröÿenuntershied erkennen. Deshalb habe ih beide Fotos eingenordet,

nahdem ih das erste Bild vertikal etwas gestrekt hatte, um die Abplattung des gerade aufge-

gangenen Mondes durh atmosphärishe Lihtbrehung zu kompensieren. Die Überlagerung der

beiden Bilder (Abb. 7, unten) zeigt dann, dass der Mond bei seiner Kulmination deutlih gröÿer

ist als kurz nah Aufgang.

Lässt sih aus dem E�ekt die Entfernung des Mondes ableiten?

Auf den Original-Fotos habe ih die Pixelradien des Mondes zu r1 = 813Px und r2 = 824Px

gemessen. Mit (4) ergibt sih daraus ein Mondabstand von 74.4RE . Er ist verglihen mit dem

wahren Abstand von 62.9RE um fast 20% zu groÿ. Allerdings habe ih den Mond weder direkt

am Horizont noh genau im Zenit fotogra�ert. Bei Berüksihtigung der Mondhöhen (s. Anhang

A.4) ergibt sih mit Gleihung (13) aus den gemessenen Gröÿen die Mondentfernung zu 62.9RE

� ein perfekter Wert.

Allerdings habe ih dabei auh Glük gehabt. Der Wert für die Mondentfernung hängt sehr

emp�ndlih von den gemessenen Mondradien ab, und diese können höhstens auf ein Pixel genau

gemessen werden. Shon bei einem Verhältnis von α = 825

813
hätte sih eine Entfernung von 57.7RE

ergeben. Es sheint mir deshalb ehrlih zu sein, diese Messunsiherheit zu berüksihtigen und

das Ergebnis der Messung folgendermaÿen anzugeben:

Aus der Änderung der sheinbaren Gröÿe des Mondes zwishen Aufgang

und Kulmination am 22. Mai 2016 ergab sih seine geozentrishe Entfer-

nung zu

Dgeoz = 63RE ± 10%, .

5 Fazit

Es hat sih gezeigt, dass es mit den drei hier vorgestellten Verfahren, bei optimalen Bedingungen

innerhalb von 25 Stunden, gelingen kann, die Mondentfernung zu messen. Die beiden Verfahren

zur Messung der Parallaxe führen zu reht befriedigenden Ergebnissen. Die Beobahtung und
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Abbildung 7: Vergleih der Gröÿe des Mondes in vershiedenen Höhen über dem Horizont. oben

links: kurz nah Aufgang, oben rehts: nahe der Kulmination, unten: Überlagerung der beiden

Bilder.
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Auswertung der Gröÿenänderung des Mondes ist dagegen wohl eher wegen des überrashenden

E�ektes und der zugrunde liegenden Idee interessant.

Die Anregung, ganz genau auf den Mond zu ahten und zu versuhen, selbst Hinweise auf seine

endlihe Endfernung zu �nden, habe ih vor vielen Jahren durh den auh heute noh � ins-

besondere für Eltern und Lehrer � sehr lesenswerten Aufsatz von 1962 �Wie weit ist der Mond

entfernt?� des DidaktikersMartin Wagenshein erhalten ([5℄). Er enthält neben den Beshreibun-

gen von zwei der hier angewendeten Verfahren insbesondere auh die Warnung, dass �eine allzu

ausshlieÿlihe Bemühung um Genauigkeit das Verständnis des Wesentlihen einer Beobahtung

gefährden oder vergessen mahen kann�. Ih ho�e, dieser Gefahr entgangen zu sein und �das We-

sentlihe�, das Prinzip der drei Messverfahren, nahvollziehbar beshrieben und dazu angeregt

zu haben, die Messungen selbst durhzuführen.

Trotzdem noh zwei Vorshläge zur Verbesserung der Genauigkeit:

• Bei den beiden Verfahren der Parallaxenmessung verbessern gröÿere Brennweiten die Mes-

sung der Winkelabstände dihter benahbarter Referenzobjekte � wenn sie niht vom Mond

überstrahlt werden (z. B. Planeten).

• Für eine genaue Messung der Mondgröÿe ist eine möglihst formatfüllende Abbildung des

Mondes von Vorteil. Gegenüber meiner Messung sollte dadurh eine doppelte Genauigkeit

erreiht werden können. Allerdings ist die von Deutshland aus zu messende Gröÿenände-

rung deutlih kleiner als bei einer Mondkulmination nahe beim Zenit.

• Von Europa aus sollten Messungen versuht werden, wenn der Mond in möglihst groÿer

Höhe kulminiert, also z. B. am Vollmond im Winter oder am zunehmenden Halbmond im

Frühjahr.

Der Vorteil, die Entfernung des Mondes durh die in den Abshnitten 2 und 3 beshriebenen

Methoden zu bestimmen, besteht darin, dass man keinen weit entfernten Beobahter als Partner

für simultane Beobahtungen benötigt. Sie stellen deshalb in vielen Fällen leihter zu realisierende

Möglihkeiten dar, zu einem eigenen Messwert für die Mondentfernung zu kommen. Dafür aber

geht ein wesentliher Teil des Reizes verloren, der mit weltweiter, internationaler Kooperation

immer verbunden ist.

Auh die allein durhzuführenden Messungen verfügen über einen gewissen Erlebnisharakter

(stabiles Wetter in zwei aufeinander folgenden Nähten, Aufsuhen eines geeigneten, evtl. weit

von zuhause entfernten Beobahtungsortes, . . . ) und erfordern eine genaue Planung (helle Refe-

renzobjekte in der Nähe des Mondes, hohe Kulmination, . . . ). Beides ist aber deutlih weniger

ausgeprägt als bei einer Parallaxenmessung durh weit voneinander entfernte Beobahter (siehe

z. B. [1℄ und [2℄). Die �Absprahen� mit sih selbst sind deutlih einfaher als mit weit entfernten

Beobahtern, die manhmal niht genau zuhören bzw. lesen und Probemessungen und andere

Vorbereitungen vielleiht für über�üssig halten.

Abshlieÿend sei noh zugegeben, dass wir am 29. Mai ein viertes Verfahren zur Messung der

Mondentfernung testen wollten: die simultane Messung der Mondhöhe in der Nähe seiner Kul-

mination. Es ist die einfahste Methode, die Martin Wagenshein in seinem Aufsatz beshreibt

(Abb. 8). An einem der vorangegangenen Tage hatten wir die Mittagshöhe der Sonne in Nami-

bia und Bohum gemessen und daraus eine Di�erenz der geogra�shen Breiten von reht genau

74◦ abgeleitet. Die eigentlihe Messung sheiterte dann aber an einem Missverständnis zwishen

Bohum und Namibia. Hätten wir, wie geplant, zu den Zeiten der jeweiligen Kulmination die

Mondhöhe gemessen (Namibia um 4:49 UT: hN = 75.4◦, Bohum um 5:27 UT: hB = 29.0◦),
hätte sih, aus einer leiht verständlihen Idee und durh eine sehr einfahe Rehnung, ein Par-

allaxenwinkel von p = 1.0◦ ergeben:
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∆ϕ

hB

hK

Abbildung 8: Messung der Mondparallaxe durh simultane Messung der Kulminationshöhe an

zwei Orten gleiher geogra�sher Länge (nah Wagenshein [5℄)

p = 360◦ −∆ϕ− (90◦ + hB)− (90◦ + hN ) = 180◦ − (∆ϕ+ hB + hN )

Ih danke den Freunden und Kollegen von der Gruppe �Astronomie & Internet im

Ruhrgebiet� für viele anregende Diskussionen über die hier vorgestellten Projekte. Ins-

besondere mit Alfred Knülle-Wenzel und Ronald Shüneke habe ih häu�g gemein-

sam, aber an vershiedenen Orten, den Mond beobahtet und fotogra�ert, um vershie-

dene E�ekte sihtbar und auswertbar zu mahen. Der Erfolg der hier beshriebenen

Messungen beruht wesentlih auf diesen Vorversuhen.

Nahtrag: Die Originalbilder, die kleinen (Windows-) Programme und die Exel-Tabellen, mit

denen die Auswertungen nahvollzogen und eigene Messergebnisse ausgewertet werden können,

sind im Internet verfügbar.
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A Anhang

A.1 Messung der Mondkoordinaten

Um die Koordinaten des Mondes auf den Bildern selbst zu bestimmen, müssen zunähst sei-

ne Winkelabstände zu zwei Bezugsobjekten mit bekannten Koordinaten gemessen werden. Bei

kurzen Brennweiten sind jedoh Winkelmessungen auf den Bildern etwas aufwändig (s. Anhang

A.1.1), weil der Maÿstab der Bilder niht an allen Stellen gleih ist (A.1.1). Aus den Winkelab-

ständen lassen sih seine Koordinaten (αi, δi) berehnen (A.1.2).

A.1.1 Winkelmessungen auf Digitalfotos

Es wird vereinfahend davon ausgegangen, dass das Objektiv eine ideale Lohkameraabbildung

des Sternenhimmels auf dem CCD-Chip erzeugt. Zusätzlihe Abbildungsfehler des Objektivs

werden vernahlässigt.

Da die Mondfotos mit kurzer Brennweite aufgenommen wurden, variiert der Maÿstab auf den

Fotos. Um aus den Pixelkoordinaten (xi, yi) zweier Sterne auf einem Bild ihren Winkelabstand

am Himmel berehnen zu können, müssen zunähst die Kantenlängen (lx, ly) des CCD-Chips der
Kamera und die Anzahl der Pixel in beiden Rihtungen (nx, ny) bekannt sein und daraus die Pi-

xelkoordinaten (xm, ym) des Bildmittelpunktes und die Kantenlänge M der (hier als quadratish

vorausgesetzten) Pixel berehnet werden.

Mit einem Näherungswert für die Brennweite f0 des Objektivs können dann zunähst die �Azi-

mutwinkel� Ai und �Höhenwinkel� hi der Sterne berehnet werden:

Ai = arctan 2(xi − xm, yi − ym)

hi = arctan
f0

M
√

(xi − xm)2 + (yi − ym)2

Daraus können dann vorläu�ge Werte für die Winkelabstände abgeleitet werden:

w′

ij = arccos(sinhi sinhj + cos hi cos hj cos(Ai −Aj)) (5)

Shlieÿlih kann die Genauigkeit der Winkelmessung auf dem Bild dadurh gesteigert werden,

dass der Näherungswert f0 für die Brennweite an die wahre Brennweite f angenähert wird. Dazu

passt man die gemessenen Winkelabstände w′
ij der Sterne auf dem Foto an die wahren Werte wij

an, z. B. indem man durh Variation der Brennweite die Summe der Fehlerquadrate minimiert.

A.1.2 Die äquatorialen Koordinaten des Mondes

Zunähst werden zwei Referenzsterne S1 und S2 ausgewählt, die voneinander den Winkelabstand

w12 haben, und ihre Winkelabstände wi vom Mond bestimmt. Die Sterne und der Mond bilden

dann ein sphärishes Dreiek S1S2M mit bekannten Seitenlängen.

Die Mondposition muss einen der Shnittpunkte zwishen zwei Kreisen auf der Himmelskugel bil-

den. Jeder dieser Kreise ist Shnittkreis zwishen der Kugel und einer Ebene, die folgendermaÿen

festgelegt ist: Der Ortsvektor

~ri = (cosαi cos δi, sinαi cos δi, sin δi)

des entsprehenden Sterns Si steht senkreht auf der Ebene, und ihr Abstand vom Ursprung ist

coswi (s. Abb. 9).
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✉Stern

w

~rSt

Ebene

Abbildung 9: Alle Punkte auf der Einheitskugel, die denselben Winkelabstand w von einem Stern

haben, bilden einen Kreis auf der Kugel. Dieser Kreis ist der Shnittkreis der Kugel mit einer

Ebene.

Dann sind die Normalformen der Shnittebenen

1

~ri · ~r = di mit di = coswi.

Gesuht ist zunähst die Parameterdarstellung der Shnittgeraden ~g der beiden Ebenen:

~g : ~r = ~b+ t~m

• Der Rihtungsvektor ~m ist

~m = ~r1 × ~r2 = (r1yr2z − r1zr2y, r1zr2x − r1xr2z, r1xr2y − r1yr2x).

• Der Stützvektor

~b kann folgendermaÿen berehnet werden:

~b =
d1r

2
1 − d2(~r1 · ~r2)

r2
1
r2
2
− (~r1 · ~r2)2

~r1 +
d2r

2
1 − d1(~r1 · ~r2)

r2
1
r2
2
− (~r1 · ~r2)2

~r2

Da die ~ri Einheitsvektoren sind, kann man diese Beziehung (mit ~r1 · ~r2 = cosw12) folgen-

dermaÿen vereinfahen:

~b =
cosw1 − cosw2 cosw12

sin2 w12

~r1 +
cosw2 − cosw1 cosw12

sin2 w12

~r2

Gesuht sind nun die Shnittpunkte ~si dieser Geraden mit der Einheitskugel, d. h. zwei Parameter

ti, für die gilt:

~si = ~b+ ti ~m mit s2i = 1.

Das ist aber eine quadratishe Gleihung für t:

(b1 + tm1)
2 + (b2 + tm2)

2 + (b3 + tm3)
2 = 1 =⇒

(

m2
1 +m2

2 +m2
3

)

t2 + 2 (b1m1 + b2m2 + b3m3) t+
(

b21 + b22 + b23 − 1
)

= 0 =⇒

oder: At2 +Bt+ C = 0

1

siehe z. B. https://de.wikipedia.org/wiki/Ebenengleihung#Hesseshe_Normalform und

https://de.wikipedia.org/wiki/Shnittgerade#Shnitt_zweier_Ebenen_in_Normalenform
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mit den Lösungen

t1 = −
B

2A
+

√

(

B

2A

)2

− C und t2 = −
B

2A
−

√

(

B

2A

)2

−C

Rehnet man die kartesishen Koordinaten ~si der Shnittpunkte in die entsprehenden sphäri-

shen Koordinaten (αi, δi) um, ist in der Regel leiht zu erkennen, welhe der beiden Lösungen

die rihtige ist.

A.2 Ableitung der Mondentfernung aus der Parallaxenmessung

Sind die geogra�shen Koordinaten (ϕi, λi) der beiden Beobahter bekannt, lässt sih die Mon-

dentfernung auf folgende zwei Weisen ableiten, nahdem der lineare Abstand ∆ zwishen den

Beobahtungsorten aus den entsprehenden kartesishen Koordinaten ~ri berehnet worden ist:

∆ = |~r2 − ~r1| (6)

Nimmt man zunähst vereinfahend an, dass der Verbindungsvektor ~r2−~r1 der Beobahtungsorte

senkreht auf der Rihtung zum Mond steht, lässt sih die Mondentfernung d näherungsweise

nah Gleihung (1) berehnen:

d =
∆

p

Bei einem anderen Winkel zwishen dem Verbindungsvektor und der Rihtung ~rM zum Mond

kommt es nur auf den projizierten Abstand ∆⊥ an:

d =
∆⊥

p
=

∆sinwp

p
mit wp = arccos

(

1

|~r2 − ~r1|
(~r2 − ~r1) · ~rM

)

(7)

Dazu müssen die Ortsvektoren der Beobahter im äquatorialen Koordinatensystem berehnet

werden. Dazu mahe man sih klar, dass die Deklination der Orte gleih ihrer geogra�shen

Breite ist und dass ihre Rektaszension mit ihrer Sternzeit zum Zeitpunkt der Messung (Bohum

19:07:03, Hakos 19:43:29) übereinstimmt

2

.

A.2.1 Exakte Methode

Für die exakte Berehnung ist wieder ein wenig Vektorrehnung erforderlih: Wenn ~ri die kar-

tesishen Ortsvektoren der Beobahter sind und ~ei die Rihtungen, in der sie den Mond sehen,

dann muss sih der Mond irgendwo auf den Geraden be�nden, die durh

~ri + ν~ei, ν > 0

beshrieben werden können. Wenn die Beobahter den Mond gleihzeitig anvisieren, dann muss

sih der Mond am Shnittpunkt der beiden Sihtlinien be�nden. Es muss also gelten:

~r1 + λ~e1 = ~r2 + µ~e2, λ, µ > 0 (8)

2

Hier evtl. auf ein Theoriepapier zum Projekt [2℄ hinweisen:

http://www.didaktik.physik.uni-due.de/IYA2009/IYAParallaxe.pdf, S. 5�
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Abbildung 10: Zur Berehnung des Shnittpunktes der beiden Sihtlinien

Das sind drei Gleihungen mit nur zwei zu bestimmenden Unbekannten λ und µ! Anders als in

einer Ebene werden sih die beiden Geraden nur bei exakten Messungen shneiden. Andernfalls

verfehlen sie einander (�windshiefe Geraden�). Wegen immer auftretender Messfehler wird also

das Gleihungssystem (8) niemals lösbar sein.

Aus diesem Grunde sind wir gezwungen, statt des Shnittpunktes die Stelle der gröÿten Annä-

herung zwishen den beiden Geraden zu berehnen. Das heiÿt, wir suhen nah zwei Punkten

~P1 = ~r1+λ~e1 und ~P2 = ~r2+µ~e2 auf den Geraden, deren Verbindungsvektor senkreht auf beiden

Geraden steht:

(~P1 − ~P2) · ~e1 = 0,

(~P1 − ~P2) · ~e2 = 0

Das ist ein System zweier linearer Gleihungen mit zwei Unbekannten λ und µ. Eine einfahe

Umformung führt auf die folgenden Gleihungen

λ+ µ =
(~r2 − ~r1) · (~e1 − ~e2)

1− ~e1 · ~e2
,

λ− µ =
(~r2 − ~r1) · (~e1 + ~e2)

1 + ~e1 · ~e2
,

aus denen die gesuhten Parameter leiht zu berehnen sind:

λ =
1

2
((λ+ µ) + (λ− µ)) ,

µ =
1

2
((λ+ µ)− (λ− µ))

Die Entfernung des Mondes ergibt sih dann shlieÿlih zu
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rM ≈ |~r1 + λ~e1| ≈ |~r2 + µ~e2| (9)

Als Maÿ für die Genauigkeit des Ergebnisses kann man den Minimalabstand |~P1− ~P2| der beiden
Sihtlinien nehmen.

A.3 Interpolation der Mondbewegung

Will man, anders als bei der Ableitung von Gleihung (2), den nihtlinearen Charakter der sphäri-

shen Koordinaten berüksihtigen, ist die Interpolation zwishen den im Abstand von 24h50min

gemessenen Mondpositionen etwas shwieriger, weil dazu Kenntnisse aus der Vektorrehnung er-

forderlih sind:

1. Man nimmt an, dass der Mond in seiner Bahnebene eine gleihförmige Kreisbewegung voll-

führt. Den (Einheits-) Normalenvektor ~n dieser Ebene erhält man aus den rehtwinkligen

Koordinaten ~ri der beiden gemessenen Mondpositionen:

~n =
~r1 × ~r3

|~r1 × ~r3|

Den zweiten Einheitsvektor ~e⊥, der ~e1 = ~r1 zu einem rehtwinkligen Koordinatensystem in

der Bahnebene ergänzt, erhält man aus

~e⊥ = ~n× ~r1.

2. Der während der Zeitspanne ∆t = t3 − t1 insgesamt vom Mond überstrihene Winkel ∆ϕ

ergibt sih aus

∆ϕ = arccos(~r1 · ~r3).

Nimmt man nun an, dass der Mond die Erde während des betrahteten Mondtages gleih-

förmig umläuft, dann hat er zu einem beliebigen Zwishenzeitpunkt t2 den Winkel

ϕ(t2) =
∆ϕ

∆t
(t2 − t1) (10)

überstrihen. Sein Ortvektor ~r′(t2) ist demnah

~r′(t2) = cosϕ(t2)~e1 + sinϕ(t2)~e⊥. (11)

Daraus lassen sih die parallaxenfreien Koordinaten des Mondes (α′(t2), δ
′(t2)) zum Zeitpunkt t2

berehnen. Sie stellen die Mondposition dar, die ein vitueller Beobahter messen würde, der sih

seit der Zeit t1 auf der Erde so bewegt hat, dass sih seine Stellung im Raum relativ zu Erdmittel-

punkt und Mond niht verändert hat. Im rotierenden Bezugssystem, in dem der Mond ruht und

sih die Erde in 24h50min einmal dreht, ändert dieser Beobahter seine Position niht. Anders

als in Gleihung (3) vereinfahend angenommen wurde, entfernt er sih vom Beobahtungsort

mit der synodishen Winkelgeshwindigkeit

360◦

24h50min
≈ 14.5

◦

h
.
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Abbildung 11: Auf das Dreiek Mond-Erdmittelpunkt-Beoahter kann der Kosinussatz angewen-

det werden.

A.4 Der Zusammenhang zwishen Winkeldurhmesser und Entfernung

Der allgemeine Zusammenhang zwishen der topozentrishen Entfernung des Mondes Dtopo und

der Entfernung des Mondes vom Erdmittelpunkt Dgeoz ergibt sih durh Anwendung des Kosi-

nussatzes auf das Dreiek Erdmittelpunkt-Beobahter-Mond (s. Abb. 11):

D2
geoz = D2

topo +R2
E − 2DtopoRE cos(

π

2
+ h). (12)

Dabei ist h die beobahtete Höhe des Mondes über dem Horizont.

Die Gleihung enthält zwei unbekannte Entfernungen. Misst man jedoh in einer Naht zweimal

im Abstand mehrerer Stunden, dann kann der geozentrishe Abstand des Mondes während des

Messintervalls als konstant angenommen werden. Setzt man deshalb die rehten Seiten der beiden

Gleihungen der Gestalt (12) einander gleih, erhält man wegen Dtopo1 = αDtopo2

D2
topo2

+ 2Dtopo2RE sinh2 = α2D2
topo2

+ 2αDtopo2RE sinh1 =⇒

(α2 − 1)D2
topo2

= 2(sin h2 − α sinh1)REDtopo2 =⇒

Dtopo2 = 2
sinh2 − α sinh1

α2 − 1
RE (13)

Dtopo2 , und mit Hilfe von Gleihung (12), auh Dgeoz lassen sih also berehnen, wenn das

Verhältnis α der Winkelradien und die beiden Höhenwinkel h1 und h2 gemessen worden sind.
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