Wie weit ist der Mond entfernt?
Die Mondentfernung, in 25 Stunden mit drei verschiedenen
Verfahren selbst bestimmt
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Die Beobachtung und Messung der Parallaze des Mondes ist immer wieder eine faszi-
nierende Aufgabe, fiir die wir uns im Ruhrgebiet und auf der Hakos-Farm in Namibia
verabredeten. Was aber tun, wenn an einem der beteiligten Standorte das Wetter
einen Strich durch alle Planungen macht? Es werden hier zusdtzlich zwei Effekte und
Verfahren vorgestellt, mit denen es mdglich ist, die Entfernung des Mondes allein zu
bestimmen.

1 Einleitung

Die Entfernung eines astronomischen Objektes (geometrisch) zu bestimmen, bedeutet, von weit
voneinander entfernten Orten gleichzeitig aus die Richtungen zu bestimmen, in der es ,,gesehen”
wird, und die Differenz p zwischen diesen Richtungen zu messen.

Eine Moglichkeit dazu ist, seine Stellung am Himmel relativ zu benachbarten Sternen zu be-
stimmen. Das ist moglich, indem man die mit einem Fernglas oder sogar mit blofen Augen
beobachteten Positionen in eine gute Sternkarte einzeichnet und dort die jeweiligen dquatoria-
len Koordinaten, Rektaszension und Deklination, oder direkt den Winkelabstand zwischen den
Positionen abliest. Eine andere Moglichkeit besteht darin, das Objekt zu fotografieren und das
Bild mit einer Sternkarte oder einem astronomischen Programm zu vergleichen. Ich habe solche
internationalen Projekte mehrmals durchgefithrt, am Mond in den Jahren 2000 (|1]) und 2009
(12)).

Wenn der lineare Abstand A zwischen den Beobachtern bekannt ist, ist es im Prinzip einfach,
die Entfernung d des Mondes ndherungsweise zu berechnen (Abb. 1):

(p im Bogenmaf) (1)

Dabei wird zunéchst vereinfachend angenommen, dass die Verbindungslinie der beiden Beobach-
tungsorte senkrecht auf der Richtung zum Mond steht (siehe jedoch Anhang A.2).

2 Die Mondparallaxe Ruhrgebiet - Namibia

Meine Reise zur Hakos-Farm in Namibia im Jahr 2016 bot eine gute Gelegenheit, in Zusam-
menarbeit mit Freunden in Deutschland die Parallaxe des Mondes zu fotografieren und daraus
seine Entfernung abzuleiten. In der verabredeten Nacht (22./23. Mai) und auch in den folgenden



Abbildung 1: Das Prinzip der Entfernungsbestimmung durch Parallaxenmessung

Néchten war leider der Himmel iiber dem Ruhrgebiet mit Wolken verhangen. Aber am 29. Mai
gelang doch noch eine Messung, bei der wir, um nicht an vortiberziehenden Wolken zu scheitern,
den Mond zwischen 1:55 UT und 2:20 UT im Abstand von fiinf Minuten fotografierten. Dabei
wihlten wir eine kleine Brennweite (f ~ 35mm), um auf den Fotos in der Umgebung des Mondes
Fixsterne finden und identifizieren zu konnen.

Aufier bei einer Mondfinsternis (siehe |3]) ist es schwierig, den Mond so zu fotografieren, dass
er auf dem Bild nicht iberbelichtet ist, aber trotzdem Sterne auf dem Foto zu erkennen sind.
Wir haben das Problem dadurch iiberwunden, dass wir jeweils mit feststehender Kamera und
unverdndeter Brennweite zwei Fotos unmittelbar nacheinander aufgenommen haben: eins mit
sehr kurzer Belichtungszeit, um den Mond richtig zu belichten und seine Position auf dem Foto
exakt messbar zu machen, ein weiteres mit langer Belichtungszeit, um Umgebungssterne sicht-
und auswertbar zu machen. Die Positionen von Mond und Sternen haben wir anschlieffend auf
den beiden Bildern nacheinander gemessen. Anschaulicher ist es jedoch, die beiden Digitalbilder
mit einem Bildbearbeitungsprogramm zu kombineren, z. B. durch Differenzbildung (s. Abb. 2).
Wir haben dazu das Public-Domain-Programm ImageJ verwendet.

Entscheidend ist dabei, dass sich die Orientierung der Kamera zwischen den beiden Aufnahmen
nicht &dndert (z. B. bei der Umstellung der Belichtungszeit) und dass die beiden Aufnahmen so
schnell aufeinander folgen, dass die zwischenzeitliche Bewegung des Mondes vernachlassigt wer-
den kann. Beides gelingt am besten, wenn man die Kamera von einem Laptop aus fernbedienen
kann.

Mit dem Astronomieprogramm Guide haben wir dann die Sterne des Umfeldes identifiziert. Das
ist erforderlich, wenn man die Bilder kombinieren will, aber iiberfliissig, wenn nur die Mondko-
ordinaten mit einem Astrometrie-Programm bestimmt werden sollen. Abbildung 3 zeigt oben
die so um 2:10 UT gewonnenen Aufnahmen aus Bochum und Namibia. Das Kombinationsbild
haben wir erzeugt, indem wir das Namibia-Bild anhand der identifizierten Sterne mit ImagelJ
geeignet skaliert, gedreht und verschoben haben. Das Bild zeigt nicht nur die parallaktische Ver-
schiebung des Mondes, sondern — anhand der urspriinglich horizontalen Beschriftungen — auch
die unterschiedliche Orientierung der beiden Beobachter (bzw. ihrer Horizonte).

Es ist reizvoll, aber nicht ganz einfach, die Positionnen des Mondes auf den Bildern selbst zu
bestimmen (siehe Anhang A.1). Wir haben deshalb die Bilder mit einem Astrometrie-Programm,
im Internet z. B. mit Astrometry.net, auswerten lassen. Es ist erstaunlich, wie viele Sterne dabei
identifiziert werden. In dem dabei erzeugten Bild konnten wir uns dann mit Hilfe des Programms



Abbildung 2: Der Mond von Namibia aus fotografiert; oben links: lange belichtet (1 s), oben
rechts: kurz belichtet (1/2000 s), unten: Differenz der beiden Fotos
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Abbildung 3: Vergleich gleichzeitig aufgenommener Fotos mit Kennzeichnung identifizierter Um-
gebungssterne; oben links: Bochum (A. Kniille-Wenzel), oben rechts: Namibia, unten: Uberla-
gerung Bochum-Namibia. Der ,namibische Mond ist gegeniiber dem aus Bochum parallaktisch

nach Norden verschoben.



geogr. Koordinaten Mondkoordinaten
Beobachtungsort % A A @ 0 P
Hakos Farm, Namibia | —23.14° | 16.33° 334.73° | —9.02°
Bochum 51.48° 7.22° 1.22RE | 334.63° | —10.14° | 1.12°

Tabelle 1: Ergebnisse der Parallaxenmessung Bochum-Namibia um 2:10 UT

AstroImageJ die Koordinaten des Mondes anzeigen lassen. Schliefilich berechneten wir aus den
von Bochum und Namibia aus gemessenen Mondkoordinaten mit Hilfe des Seitenkosinussatzes
den Parallaxenwinkel p:

cos p = sin d; sin d2 + cos d1 cos 3 cos(ag — az)

Tabelle 1 zeigt die Ergebnisse.

Aus dem Parallaxenwinkel ergibt sich nach (1) die Entfernung des Mondes zu 62.4 Erdradien
(62.4RE). Er ist im Vergleich zum korrekten Wert (59.2Rg) um etwa 5% zu grok. Die in (1)
einfliefende Annahme, die Verbindungsgerade stehe senkrecht auf der Richtung zum Mond, ist
hier jedoch nicht erfiillt. Es kommt aber auf den projizierten Abstand zwischen den Beobach-
tungsorten an, der zum Zeitpunkt der Aufnahmen nur A, = 1.12Rp betrug (s. Anhang A.2).
Damit wiirde sich der Mondabstand zu 57.3Rg ergeben.

Mit der korrekten Rechnung, in der etwas Vektorrechnung verwendet wird (siehe Anhang A.2),
ergibt sich die Mondentfernung aus den gemessenen Mondpositionen zu dy;s = 57.5Rg. Die Ab-
weichung vom korrekten Wert beruht darauf, dass die auf den Fotos gemessenen Mondpositionen
um etwa 0.1° von den wahren Werten abweichen.

Aus der Parallazenmessung von Bochum und Namibia aus ergab sich am
29. Matr 2016 die geozentrische Mondentfernung zu

Dyeoz = 57Rg + 3%.

3 Die tagliche Parallaxe des Mondes

In der Nacht, in der die Zusammenarbeit mit den Freunden im Ruhrgebiet nicht zustande kam,
nutzte ich die Gelegenheit zu zwei Versuchen, die Entfernung des Mondes allein zu messen. Bei
der Messung der ,téglichen Parallaxe® eines Objektes ldsst man sich selbst durch die Drehung
der Erde an einen weit entfernten Ort ,transportieren”. Die Messmethode wird jedoch durch
die Eigenbewegung des Mondes erschwert. Wenn man einige Stunden spéter wieder zum Mond
schaut, hat er sich auf seiner Bahn um die Erde weiterbewegt. Der Unterschied zwischen den
beiden beobachteten Mondpositionen (ai,d1) und (ag,ds) ist deshalb eine Uberlagerung aus
Eigenbewegung und Parallaxe.

Die Eigenbewegung kann jedoch dadurch abgetrennt werden, dass die Position des Mondes zwei-
mal im Abstand eines Mondtages (24h50min) gemessen wird. Dann ist die Konstellation von
Erdmittelpunkt, Mond und Beobachter bei beiden Messungen dieselbe, und die beobachtete
Richtungsénderung beruht allein auf der Eigenbewegung des Mondes. Nimmt man dann an, dass
sich der Mond in der Zwischenzeit gleichférmig bewegt hat, konnen fiir die Zwischenzeit durch
Interpolation ,parallaxenfreie“ Mondpositionen berechnet werden.

Ich erldutere das Verfahren am Beispiel meiner Messungen am 22./23. Mai, deren Ergebnisse in
Tabelle 2 zusammengestellt sind. Der Mond wurde an zwei aufeinander folgenden Abenden zu
den Zeiten t1 und t3 und am friithen Morgen dazwischen zur Zeit to wie in Abschnitt 2 beschrieben
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Abbildung 4: In Namibia zur Messung der tiglichen Parallaxe aufgenommene Fotos mit Kenn-
zeichnung identifizierter Umgebungssterne; oben links: Differenzbild 4:48:58 UT, oben rechts:
Uberlagerung der drei Aufnahmen, unten: eingenordet durch Uberlagerung mit dem entspre-
chenden Sternfeld (Guide). Zu erkennen ist die Eigenbewegung des Mondes von Westen nach
Osten. Nachtréglich wurde die Position eingezeichnet, die sich durch lineare Interpolation aus
den Messungen 1 und 3 ergibt.



geogr. Position Uhrzeit Mondposition
© A o 0 A P
—23.14° 16.33° 17:52:48 UT | 251.55° | —16.85°
—23.14° 16.33° 4:48:58 UT | 255.46° | —17.52°
—23.14° | —147.71° | 4:48:58 UT | 257.38° | —17.34° | 1.82Rp | 1.82° | lin. interpoliert
—23.14° 16.33° 18:40:34 UT | 264.77° | —17.96°

Tabelle 2: Gemessene Mondpositionen und daraus abgeleitete interpolierte Mondposition zur
Bestimmung der tdglichen Parallaxe.

fotografiert (Abb. 4). Wie lésst sich aus den beobachteten Mondpositionen ein Parallaxenwinkel
ableiten?

Um die Uberlegungen und Rechnungen so einfach wie moglich zu halten, sei zunichst angenom-
men, dass sich Rektaszension und Deklination des Mondes wéhrend des gesamten Zeitraumes
gleichférmig &ndern (siehe jedoch Anhang A.3). Dann kann man, ausgehend von der zur Zeit tq
gemessenen Position, durch lineare Interpolation ,parallaxenfreie Mondpositionen berechnen.

alts) — alt1)
ts — 1

5(ts3) — d(t1)

d(t) = alty) + ts— 1,

L 0() =6(t) + (2)
Diese Mondpositionen konnten von einem ,yirtuellen® Beobachter gemessen werden, dessen Po-
sition sich 4m Raum nicht dndert, der also an der Rotation der Erde nicht teilnimmt. Beziiglich
des realen Beobachtungsortes wiirde er sich nach Westen bewegen und auf dem zugehorigen

Breitenkreis pro Stunde 15° {iberstreichen. Seine geografische Lange A\, wiirde sich geméf

Mll) = A~ (1~ 1) Q

gegeniiber der geografischen Linge A\p des Beobachtungsortes verringern (Abb. 5). Aus der Lén-
genanderung und der geografischen Breite ldsst sich der lineare Abstand A zwischen den beiden
Orten berechnen.

In Abbildung 4 ist die ,parallaxenfreie* Mondposition (a/(t2),d’(t2)) orange eingezeichnet. Die
tatsdchlich zu dieser Zeit gemessene Mondposition ist deutlich nach Westen dagegen verschoben,
weil sich der Beobachter nach der Messung 1 weit nach Osten bewegt hat. Aus der Basislinge A
und dem gemessenen Parallaxenwinkel p = 1.8° ergibt sich nach (1) die Entfernung des Mondes
zu 57 Erdradien.

Damit ist es gelungen, die Mondentfernung von einem festen Standort aus allein zu messen.
Der gemessene Parallaxenwinkel ist gegeniiber dem wahren Wert (p = 1.65°) um 10% zu grok.
Diese Abweichung beruht nur zu einem kleinen Teil auf den hier gemachten Vereinfachungen. Da
sich mit dem im Anhang beschriebenen Verfahren ein fast perfekter Wert fiir die Mondentfer-
nung ergibt, wenn die Rechnungen mit den wahren statt mit den gemessenen Mondpositionen
durchgefiihrt werden, sind anscheinend die gemessenen Positionen nicht genau genug: Der Paral-
laxenfehler liegt in der Gréfsenordnung der Unsicherheit bei den einzelnen Positionsmessungen.

Aus der Messung der tdglichen Parallaze des Mondes am 22./23. Mai
2016 ergab sich seine geozentrische Entfernung zu

Dyeor = 57 + 10%,
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Abbildung 5: Das Prinzip der Bestimmung der téglichen Parallaxe. Eingezeichnet sind (schwarz)
die Messung zur Zeit t3 und (blau) die fiir dieselbe Zeit aus den Messungen 1 und 3 berechnete
Messung des ,virtuellen Beobachters, der seit Messung 1 nicht an der Erddrehung teilgenommen
hat. Die Neigung der Erdachse gegen die Mondbahnebene wird vernachlissigt.

4 Die Grofienanderung des Mondes

Der aufgehende Vollmond erscheint uns im Vergleich zum hoch am Himmel stehenden Mond
riesig. Dabei muss es sich um eine T@uschung unserer Wahrnehmung handeln — die sogenannte
Mondillusion ([4]). Denn objektiv trifft das Gegenteil zu: Zwischen Aufgang und Kulmination
bewegt sich der Bobachter aufgrund der Erddrehung auf den Mond zu, der Winkeldurchmesser
des Mondes muss dabei zunehmen. Im Extremfall, zwischen Aufgang und Zenitdurchgang des
Mondes, dndert sich der Abstand des Beobachters vom Mond ungefdhr um einen Erdradius. Bei
einer Mondentfernung von etwa 60 Erdradien vergrofert sich dabei der Winkeldurchmesser um
1.6%. Kann man den Effekt auf Mondfotos messen und daraus die Mondentfernung ableiten?
Im Grenzfall bilden der Erdmittelpunkt, der Beobachtungsort bei Mondaufgang und der Mond
ein rechtwinkliges Dreieck (s. Abbildung 6), sodass fiir die beiden Entfernungen zwischen Beob-
achter und Mond, die topozentrischen Mondentfernungen Diopo, und Doy, , gilt:

Dt20poA o Dgeoz - R%‘ Dgeoz + RE

thopoz (Dgeoz - RE’)2 DQGOZ — Rg ‘
Die scheinbare Grofe des Mondes, d. h. sein Winkeldurchmesser w, dndert sich umgekehrt pro-
portional zu seiner Entfernung,
o — % _ DtopoA ‘
wA DtopoZ
Damit lasst sich die geozentrische Entfernung des Mondes Dgc,. auf das Verhaltnis a der gemes-
senen Winkeldurchmesser zuriickfithren:

Dyeo a?2+1
= 5 _ (4)

Rg o 1
In meiner ersten Nacht in Namibia, 22./23. Mai 2016, kulminierte der noch fast volle Mond nahe
beim Zenit — eine ideale Gelegenheit fiir den Versuch, seine Grofsendnderung zu dokumentieren

und zu messen. Ich fotografierte den Mond kurz nach Aufgang um 18:32 UT und kurz vor seinem
Hochststand um 23:09 UT. Dabei benutzte ich eine feststehende Kamera mit einem Spektiv
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Abbildung 6: Das Dreieck Mond-Erdmittelpunkt-Aufgangspunkt ist rechtwinklig.

(effektive Brennweite f = 800mm). Die mit meinem Pendelquadranten gemessenen Mondhohen
betrugen dabei hy = 8° und ho = 80°.

Auf den Fotos (Abb. 7, oben) kann man in der hier gezeigten Verkleinerung, anders als am Mo-
nitor, zunéchst keinen Grofsenunterschied erkennen. Deshalb habe ich beide Fotos eingenordet,
nachdem ich das erste Bild vertikal etwas gestreckt hatte, um die Abplattung des gerade aufge-
gangenen Mondes durch atmosphirische Lichtbrechung zu kompensieren. Die Uberlagerung der
beiden Bilder (Abb. 7, unten) zeigt dann, dass der Mond bei seiner Kulmination deutlich grofer
ist als kurz nach Aufgang.

Lasst sich aus dem Effekt die Entfernung des Mondes ableiten?

Auf den Original-Fotos habe ich die Pixelradien des Mondes zu r1 = 813Pz und ry = 824Px
gemessen. Mit (4) ergibt sich daraus ein Mondabstand von 74.4Rp. Er ist verglichen mit dem
wahren Abstand von 62.9Rp um fast 20% zu grofs. Allerdings habe ich den Mond weder direkt
am Horizont noch genau im Zenit fotografiert. Bei Beriicksichtigung der Mondhohen (s. Anhang
A.4) ergibt sich mit Gleichung (13) aus den gemessenen Grofen die Mondentfernung zu 62.9Rp
— ein perfekter Wert.

Allerdings habe ich dabei auch Gliick gehabt. Der Wert fiir die Mondentfernung héngt sehr
empfindlich von den gemessenen Mondradien ab, und diese kénnen hichstens auf ein Pixel genau
gemessen werden. Schon bei einem Verhiltnis von o = % hétte sich eine Entfernung von 57.7Rg
ergeben. Es scheint mir deshalb ehrlich zu sein, diese Messunsicherheit zu beriicksichtigen und
das Ergebnis der Messung folgendermafen anzugeben:

Aus der Anderung der scheinbaren Grifie des Mondes zwischen Aufgang
und Kulmination am 22. Mai 2016 ergab sich seine geozentrische Entfer-
nung zu

Dgyeo. = 63RE + 10%, .

5 Fazit

Es hat sich gezeigt, dass es mit den drei hier vorgestellten Verfahren, bei optimalen Bedingungen
innerhalb von 25 Stunden, gelingen kann, die Mondentfernung zu messen. Die beiden Verfahren
zur Messung der Parallaxe fiihren zu recht befriedigenden Ergebnissen. Die Beobachtung und



Abbildung 7: Vergleich der Grofe des Mondes in verschiedenen Hohen iiber dem Horizont. oben
links: kurz nach Aufgang, oben rechts: nahe der Kulmination, unten: Uberlagerung der beiden
Bilder.
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Auswertung der Grofendnderung des Mondes ist dagegen wohl eher wegen des iiberraschenden
Effektes und der zugrunde liegenden Idee interessant.

Die Anregung, ganz genau auf den Mond zu achten und zu versuchen, selbst Hinweise auf seine
endliche Endfernung zu finden, habe ich vor vielen Jahren durch den auch heute noch — ins-
besondere fiir Eltern und Lehrer — sehr lesenswerten Aufsatz von 1962 ,Wie weit ist der Mond
entfernt?* des Didaktikers Martin Wagenschein erhalten ([5]). Er enthélt neben den Beschreibun-
gen von zwei der hier angewendeten Verfahren insbesondere auch die Warnung, dass ,eine allzu
ausschliefliche Bemiihung um Genauigkeit das Versténdnis des Wesentlichen einer Beobachtung
gefdhrden oder vergessen machen kann®. Ich hoffte, dieser Gefahr entgangen zu sein und ,das We-
sentliche”, das Prinzip der drei Messverfahren, nachvollziehbar beschrieben und dazu angeregt
zu haben, die Messungen selbst durchzufiihren.

Trotzdem noch zwei Vorschldge zur Verbesserung der Genauigkeit:

e Bei den beiden Verfahren der Parallaxenmessung verbessern grofere Brennweiten die Mes-
sung der Winkelabsténde dichter benachbarter Referenzobjekte — wenn sie nicht vom Mond
tiberstrahlt werden (z. B. Planeten).

e Fiir eine genaue Messung der Mondgrofe ist eine moglichst formatfiillende Abbildung des
Mondes von Vorteil. Gegentiber meiner Messung sollte dadurch eine doppelte Genauigkeit
erreicht werden konnen. Allerdings ist die von Deutschland aus zu messende Grofendnde-
rung deutlich kleiner als bei einer Mondkulmination nahe beim Zenit.

e Von Europa aus sollten Messungen versucht werden, wenn der Mond in moglichst grofer
Hohe kulminiert, also z. B. am Vollmond im Winter oder am zunehmenden Halbmond im
Friihjahr.

Der Vorteil, die Entfernung des Mondes durch die in den Abschnitten 2 und 3 beschriebenen
Methoden zu bestimmen, besteht darin, dass man keinen weit entfernten Beobachter als Partner
fiir simultane Beobachtungen benotigt. Sie stellen deshalb in vielen Fillen leichter zu realisierende
Moéglichkeiten dar, zu einem eigenen Messwert fiir die Mondentfernung zu kommen. Dafiir aber
geht ein wesentlicher Teil des Reizes verloren, der mit weltweiter, internationaler Kooperation
immer verbunden ist.

Auch die allein durchzufiithrenden Messungen verfiigen iiber einen gewissen Erlebnischarakter
(stabiles Wetter in zwei aufeinander folgenden Néchten, Aufsuchen eines geeigneten, evtl. weit
von zuhause entfernten Beobachtungsortes, ...) und erfordern eine genaue Planung (helle Refe-
renzobjekte in der Ndhe des Mondes, hohe Kulmination, ...). Beides ist aber deutlich weniger
ausgepragt als bei einer Parallaxenmessung durch weit voneinander entfernte Beobachter (siehe
z. B. [1] und [2]). Die ,Absprachen® mit sich selbst sind deutlich einfacher als mit weit entfernten
Beobachtern, die manchmal nicht genau zuhoren bzw. lesen und Probemessungen und andere
Vorbereitungen vielleicht fiir iiberfliissig halten.

Abschliefsend sei noch zugegeben, dass wir am 29. Mai ein viertes Verfahren zur Messung der
Mondentfernung testen wollten: die simultane Messung der Mondhohe in der Né&he seiner Kul-
mination. Es ist die einfachste Methode, die Martin Wagenschein in seinem Aufsatz beschreibt
(Abb. 8). An einem der vorangegangenen Tage hatten wir die Mittagshohe der Sonne in Nami-
bia und Bochum gemessen und daraus eine Differenz der geografischen Breiten von recht genau
74° abgeleitet. Die eigentliche Messung scheiterte dann aber an einem Missverstdndnis zwischen
Bochum und Namibia. Hétten wir, wie geplant, zu den Zeiten der jeweiligen Kulmination die
Mondhohe gemessen (Namibia um 4:49 UT: hy = 75.4°, Bochum um 5:27 UT: hp = 29.0°),
hétte sich, aus einer leicht verstédndlichen Idee und durch eine sehr einfache Rechnung, ein Par-
allaxenwinkel von p = 1.0° ergeben:
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Abbildung 8: Messung der Mondparallaxe durch simultane Messung der Kulminationshéhe an
zwei Orten gleicher geografischer Linge (nach Wagenschein [5])

p=360° — A — (90° + hp) — (90° + hy) = 180° — (Ap + hp + hy)

Ich danke den Freunden und Kollegen von der Gruppe ,Astronomie & Internet im
Ruhrgebiet” fiir viele anregende Diskussionen iber die hier vorgestellten Projekte. Ins-
besondere mit Alfred Kniille-Wenzel und Ronald Schiinecke habe ich hdufig gemein-
sam, aber an verschiedenen Orten, den Mond beobachtet und fotografiert, um verschie-
dene Effekte sichtbar und auswertbar zu machen. Der Erfolg der hier beschriebenen
Messungen beruht wesentlich auf diesen Vorversuchen.

Nachtrag: Die Originalbilder, die kleinen (Windows-) Programme und die Excel-Tabellen, mit
denen die Auswertungen nachvollzogen und eigene Messergebnisse ausgewertet werden konnen,
sind im Internet verfiigbar.
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A Anhang

A.1 Messung der Mondkoordinaten

Um die Koordinaten des Mondes auf den Bildern selbst zu bestimmen, miissen zunéchst sei-
ne Winkelabstéande zu zwei Bezugsobjekten mit bekannten Koordinaten gemessen werden. Bei
kurzen Brennweiten sind jedoch Winkelmessungen auf den Bildern etwas aufwindig (s. Anhang
A.1.1), weil der Mafstab der Bilder nicht an allen Stellen gleich ist (A.1.1). Aus den Winkelab-
stdnden lassen sich seine Koordinaten (a;,d;) berechnen (A.1.2).

A.1.1 Winkelmessungen auf Digitalfotos

Es wird vereinfachend davon ausgegangen, dass das Objektiv eine ideale Lochkameraabbildung
des Sternenhimmels auf dem CCD-Chip erzeugt. Zusitzliche Abbildungsfehler des Objektivs
werden vernachlassigt.

Da die Mondfotos mit kurzer Brennweite aufgenommen wurden, variiert der Mafsstab auf den
Fotos. Um aus den Pixelkoordinaten (z;,y;) zweier Sterne auf einem Bild ihren Winkelabstand
am Himmel berechnen zu konnen, miissen zundchst die Kantenlangen (I;,1,) des CCD-Chips der
Kamera und die Anzahl der Pixel in beiden Richtungen (nj,n,) bekannt sein und daraus die Pi-
xelkoordinaten (2, Y, ) des Bildmittelpunktes und die Kantenlénge M der (hier als quadratisch
vorausgesetzten) Pixel berechnet werden.

Mit einem Naherungswert fiir die Brennweite fy des Objektivs kdnnen dann zunéchst die , Azi-
mutwinkel* A; und ,Hohenwinkel“ h; der Sterne berechnet werden:

A; = arctan2(x; — T, Yi — Ym)

Jo
M\/(xz - xm)2 + (yz - ym)2

Daraus konnen dann vorldufige Werte fiir die Winkelabstinde abgeleitet werden:

h; = arctan

wi; = arccos(sin h;sin hj 4 cos h; cos hj cos(A; — Aj)) (5)

Schlieflich kann die Genauigkeit der Winkelmessung auf dem Bild dadurch gesteigert werden,
dass der Naherungswert fy fiir die Brennweite an die wahre Brennweite f angendhert wird. Dazu
passt man die gemessenen Winkelabsténde wj; der Sterne auf dem Foto an die wahren Werte w;;
an, z. B. indem man durch Variation der Brennweite die Summe der Fehlerquadrate minimiert.

A.1.2 Die dquatorialen Koordinaten des Mondes

Zunichst werden zwei Referenzsterne S7 und So ausgewihlt, die voneinander den Winkelabstand
w12 haben, und ihre Winkelabstinde w; vom Mond bestimmt. Die Sterne und der Mond bilden
dann ein sphirisches Dreieck S1.S55M mit bekannten Seitenldngen.

Die Mondposition muss einen der Schnittpunkte zwischen zwei Kreisen auf der Himmelskugel bil-
den. Jeder dieser Kreise ist Schnittkreis zwischen der Kugel und einer Ebene, die folgendermafien
festgelegt ist: Der Ortsvektor

7; = (cos qy; cos d;, sin o cos d;, sin ;)

des entsprechenden Sterns S; steht senkrecht auf der Ebene, und ihr Abstand vom Ursprung ist
coswj (s. Abb. 9).

13



Stern

bene

Abbildung 9: Alle Punkte auf der Einheitskugel, die denselben Winkelabstand w von einem Stern
haben, bilden einen Kreis auf der Kugel. Dieser Kreis ist der Schnittkreis der Kugel mit einer
Ebene.

Dann sind die Normalformen der Schnittebenen®

7 -7 = d; mit d; = cos w;.

Gesucht ist zunéchst die Parameterdarstellung der Schnittgeraden g der beiden Ebenen:
G: F=b+tm
e Der Richtungsvektor m ist

— —

m = T XTry = (leTQZ — 1272y, 12722 — 12722, 1272y — leTQZ‘)'

e Der Stiitzvektor b kann folgendermafen berechnet werden:

l—)»: dﬂ‘% — dQ(Fl . 772) N dg’r’% — dl(’r_’i . fé)’f”

=R i = ()R

Da die 7; Einheitsvektoren sind, kann man diese Beziehung (mit 7 - 7 = coswyz) folgen-
dermafsen vereinfachen:

COS W1 — COS Wy COS W12 _, n COS Wy — COS W1 COS W12 _,

D) 1 D) 2
S~ Wi S1”™ W19

b=

Gesucht sind nun die Schnittpunkte s; dieser Geraden mit der Einheitskugel, d. h. zwei Parameter
t;, fiir die gilt:
5 = 5+tim mit 822 =1.
Das ist aber eine quadratische Gleichung fiir ¢:
(b1 + tm1)2 + (ba + tm2)2 + (bs + tm3)2 =1 =
(m%+m§+m§)t2+2(b1m1+b2m2+b3m3)t+ (b§+b§+b§—1) = 0 =
oder: At> + Bt+C = 0

!siche z. B. https://de.wikipedia.org/wiki/Ebenengleichung#Hessesche_Normalform und
https://de.wikipedia.org/wiki/Schnittgerade#Schnitt_zweier_Ebenen_in_Normalenform
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mit den Losungen

B B\?2 B B\?
h- (L) —cman- £\ [(Z) -c

Rechnet man die kartesischen Koordinaten s; der Schnittpunkte in die entsprechenden sphéri-
schen Koordinaten (o, d;) um, ist in der Regel leicht zu erkennen, welche der beiden Losungen
die richtige ist.

A.2 Ableitung der Mondentfernung aus der Parallaxenmessung

Sind die geografischen Koordinaten (¢;, A;) der beiden Beobachter bekannt, lasst sich die Mon-
dentfernung auf folgende zwei Weisen ableiten, nachdem der lineare Abstand A zwischen den
Beobachtungsorten aus den entsprechenden kartesischen Koordinaten 7; berechnet worden ist:

A = |y — 7] (6)

Nimmt man zunéchst vereinfachend an, dass der Verbindungsvektor 7 —7 der Beobachtungsorte
senkrecht auf der Richtung zum Mond steht, ldsst sich die Mondentfernung d ndherungsweise
nach Gleichung (1) berechnen:

d==
p

Bei einem anderen Winkel zwischen dem Verbindungsvektor und der Richtung s zum Mond
kommt es nur auf den projizierten Abstand A an:

1
|7 — 71|

A Asinw, .
= — = —— mit w, = arccos

) ) (7 —71) TM) (7)
Dazu miissen die Ortsvektoren der Beobachter im &dquatorialen Koordinatensystem berechnet
werden. Dazu mache man sich klar, dass die Deklination der Orte gleich ihrer geografischen
Breite ist und dass ihre Rektaszension mit ihrer Sternzeit zum Zeitpunkt der Messung (Bochum
19:07:03, Hakos 19:43:29) iibereinstimmt?.

d

A.2.1 Exakte Methode

Fiir die exakte Berechnung ist wieder ein wenig Vektorrechnung erforderlich: Wenn 7; die kar-
tesischen Ortsvektoren der Beobachter sind und €; die Richtungen, in der sie den Mond sehen,
dann muss sich der Mond irgendwo auf den Geraden befinden, die durch

7 + veé;, v>0

beschrieben werden kénnen. Wenn die Beobachter den Mond gleichzeitig anvisieren, dann muss
sich der Mond am Schnittpunkt der beiden Sichtlinien befinden. Es muss also gelten:

71+ A1 =T + pey, A p>0 (8)

*Hier evtl. auf ein Theoriepapier zum Projekt [2] hinweisen:
http://www.didaktik.physik.uni-due.de/IYA2009/IYAParallaxe.pdf, S. 5ff
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Abbildung 10: Zur Berechnung des Schnittpunktes der beiden Sichtlinien

Das sind drei Gleichungen mit nur zwei zu bestimmenden Unbekannten A und p! Anders als in
einer Ebene werden sich die beiden Geraden nur bei exakten Messungen schneiden. Andernfalls
verfehlen sie einander (,windschiefe Geraden“). Wegen immer auftretender Messfehler wird also
das Gleichungssystem (8) niemals losbar sein.

Aus diesem Grunde sind wir gezwungen, statt des Schnittpunktes die Stelle der groften Anné-
herung zwischen den beiden Geraden zu berechnen. Das heifft, wir suchen nach zwei Punkten
ﬁl =7+ Aéq und 152 = 75 + pués auf den Geraden, deren Verbindungsvektor senkrecht auf beiden
Geraden steht:

Das ist ein System zweier linearer Gleichungen mit zwei Unbekannten A und p. Eine einfache
Umformung fithrt auf die folgenden Gleichungen

i — 1) (& — &

T (7 1)4(1 2)7
1—61'62

)\—,u _ (Tg—?‘l);(el_’-l-eg)
14¢€7-és

aus denen die gesuchten Parameter leicht zu berechnen sind:

A= () +A—p),

(A +p) —(A—p)

N =N =

Iu:

Die Entfernung des Mondes ergibt sich dann schlieflich zu
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Ty R ’Fl + )\éﬂ ~ ’FQ + /Léé‘ (9)

Als Maf fiir die Genauigkeit des Ergebnisses kann man den Minimalabstand |P; — Py| der beiden
Sichtlinien nehmen.

A.3 Interpolation der Mondbewegung

Will man, anders als bei der Ableitung von Gleichung (2), den nichtlinearen Charakter der sphéri-
schen Koordinaten beriicksichtigen, ist die Interpolation zwischen den im Abstand von 24h50min
gemessenen Mondpositionen etwas schwieriger, weil dazu Kenntnisse aus der Vektorrechnung er-
forderlich sind:

1. Man nimmt an, dass der Mond in seiner Bahnebene eine gleichférmige Kreisbewegung voll-
fithrt. Den (Einheits-) Normalenvektor 77 dieser Ebene erhdlt man aus den rechtwinkligen
Koordinaten 7; der beiden gemessenen Mondpositionen:

L T1 XT3

n= g——2

|7‘1 X 7‘3|

Den zweiten Einheitsvektor €, der €5 = 71 zu einem rechtwinkligen Koordinatensystem in

der Bahnebene erginzt, erhdlt man aus

— —

J_:ﬁXT‘l.

2. Der wihrend der Zeitspanne At = t3 — t1 insgesamt vom Mond iiberstrichene Winkel A
ergibt sich aus
Ap = arccos(7 - 73).

Nimmt man nun an, dass der Mond die Erde wéhrend des betrachteten Mondtages gleich-
formig umléuft, dann hat er zu einem beliebigen Zwischenzeitpunkt ¢o den Winkel

o(ta) = i—f(h —t1) (10)

tiberstrichen. Sein Ortvektor 7 (t2) ist demnach
7 (t2) = cos p(te)€1 + sinp(ts)e] . (11)

Daraus lassen sich die parallaxenfreien Koordinaten des Mondes (o/(t2), ' (t2)) zum Zeitpunkt to
berechnen. Sie stellen die Mondposition dar, die ein vitueller Beobachter messen wiirde, der sich
seit der Zeit ¢1 auf der Erde so bewegt hat, dass sich seine Stellung m Raum relativ zu Erdmittel-
punkt und Mond nicht verdndert hat. Im rotierenden Bezugssystem, in dem der Mond ruht und
sich die Erde in 24h50min einmal dreht, dndert dieser Beobachter seine Position nicht. Anders
als in Gleichung (3) vereinfachend angenommen wurde, entfernt er sich vom Beobachtungsort

mit der synodischen Winkelgeschwindigkeit % R 14.5%.
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Erdnmi ttel punkt

Abbildung 11: Auf das Dreieck Mond-Erdmittelpunkt-Beoachter kann der Kosinussatz angewen-
det werden.

A.4 Der Zusammenhang zwischen Winkeldurchmesser und Entfernung

Der allgemeine Zusammenhang zwischen der topozentrischen Entfernung des Mondes Dy, und
der Entfernung des Mondes vom Erdmittelpunkt Dge,, ergibt sich durch Anwendung des Kosi-
nussatzes auf das Dreieck Erdmittelpunkt-Beobachter-Mond (s. Abb. 11):

s
D2.,. = Di,, + RE — 2DiopoRi cos(E + h). (12)

Dabei ist h die beobachtete Hohe des Mondes iiber dem Horizont.

Die Gleichung enthélt zwei unbekannte Entfernungen. Misst man jedoch in einer Nacht zweimal
im Abstand mehrerer Stunden, dann kann der geozentrische Abstand des Mondes wahrend des
Messintervalls als konstant angenommen werden. Setzt man deshalb die rechten Seiten der beiden
Gleichungen der Gestalt (12) einander gleich, erhdlt man wegen Dyopo, = aDiopo,

D2, +2Djopoy Rusinhy = a2D% ., + 20Dyppo, Rpsinhy =
(? — 1)Dt20p02 = 2(sinhg — asinhi)RgDiopo, =
sinhg — asinh
Diopoy = 2 22 — LR (13)

Diopo,, und mit Hilfe von Gleichung (12), auch Dgeo, lassen sich also berechnen, wenn das
Verhéltnis o der Winkelradien und die beiden Hohenwinkel h; und ho gemessen worden sind.
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