Abbildung 1: Der Mond am Abend des 26. Dezember um 21:17 Uhr zwischen den Sternbil-
dern Kleiner Hund und Zwillinge. Zur leichteren Orientierung wurden die hellsten Sterne
hervorgehoben und einige Sternbildlinien eingezeichnet.

Die tagliche Parallaxe des Mondes
Beispiel: 26./27. Dezember 2015

U. Backhaus
3. Februar 2016

Der Vorteil, die Entfernung des Mondes dadurch zu bestimmen, dass man
seine tagliche Parallaze misst, besteht darin, dass man keinen weit entfern-
ten Beobachter als Partner fiir simultane Beobachtungen bendtigt. In diesem
Papier wird die Methode ausfiihrlich erldutert und anhand von Messungen de-
monstriert, die im Dezember 2015 durchgefiihrt wurden.

Vielleicht gelingt es, Leserinnen und Leser zu motivieren, die Messungen selbst
zu wiederholen und dadurch zu einem selbst bestimmten Wert fir die Entfer-
nung zwischen Erde und Mond zu kommen.



Abbildung 2: Das Prinzip der Entfernungsbestimmung durch Parallaxenmessung
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1 Einleitung

Die Entfernung eines astronomischen Objektes zu bestimmen, bedeutet, darauf zu , zei-
gen“, indem man es von verschiedenen, weit von einander entfernten Orten am Sternen-
himmel gleichzeitig beobachtet oder fotografiert, und die Differenz p zwischen den jeweili-
gen Richtungen zu messen. Wenn der Abstand A zwischen den Beobachtern bekannt ist,
ist es Prinzip einfach, die Entfernung d des Objektes zu berechnen (Abb. 2):

A
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Dazu ist es erforderlich, sich mit auf anderen Erdteilen zusammen zu tun und sich
mit ihnen sehr genau zu gemeinsamen Messungen zu verabreden. Ich habe solche inter-
nationalen Projekte mehrmals durchgefiihrt, am Mond in den Jahren 2000 ([2]) und 2009
([3]). Die dabei gemachten Erfahrungen waren fiir alle Teilnehmer faszinierend und lehr-
reich. Es zeigte sich jedoch auch, dass genaue Absprachen schwierig sind und von vielen
Teilnehmern nicht genau genug eingehalten werden. Es reizt mich deshalb schon lange,
mindestens seit 1999 [1], die Mondentfernung messen zu konnen, ohne mich mit weit ent-
fernten anderen Beobachtern verabreden zu miissen — auch wenn dadurch viel von dem
besonderen Reiz weltweiter Zusammenarbeit verloren geht.

2 Die Grundidee

Man kann die Notwendigkeit umgehen, einen weit entfernten Partner zu finden, indem
man sich selbst durch die Drehung der Erde an einen anderen Ort . transportieren® lésst.
Die Parallaxe eines Objekts, die auf diese Weise gemessen wird, heifit seine , tégliche
Parallaxe“. Beim Mond — wie auch bei den anderen Objekten des Sonnensystems — wird
die Messmethode jedoch durch seine Eigenbewegung erschwert. Wenn man einige Stunden
spater wieder zum Mond schaut, hat er sich auf seiner Bahn um die Erde weiterbewegt.
Der Unterschied zwischen den beiden beobachteten Mondpositionen wird deshalb eine
Uberlagerung aus Eigenbewegung und Parallaxe sein.

Gliicklicherweise kann die Eigenbwegung dadurch abgetrennt werden, dass man die
Position des Mondes zweimal im Abstand eines Mondtages (24h50m') misst. Dann ist
die Konstellation von Erdmittelpunkt, Mond und Beobachter bei beiden Messungen die-
selbe, und der Unterschied zwischen den beiden Mondpositionen (a,d;) und (s, d3)
zeigt — parallaxenfrei! — die Positionsverdnderung des Mondes aufgrund seiner Eigenbe-
wegung. Nehmen wir dann an, dass sich der Mond in der Zwischenzeit gleichférmig be-
wegt?, kénnen wir in der Zwischenzeit gemessene Mondpositionen um die Eigenbewegung

!Das ist die synodische Umdrehungszeit T,,, der Erde im rotierenden Bezugssystem, in dem der Mond
ruht. Fiir T =23h56m und Ty, =27.3d gilt die folgende Beziehung:

1 1 1

Tsyn B TE TM '

Wsyn = WE — WM —

’Etwas anderes kénnen wir nicht tun, solange die Entfernung des Mondes nicht bekannt ist und deshalb
die geozentrische Mondbewegung nicht aus Beobachtungsdaten abgeleitet werden kann.



- mittlere ab 26.12.2015, 21.17 Uhr, in 25 Stunden

Mondbewegung ab 26.12.2015, 21.17, Uhr, in 25 Stunden, geogr. Breite: 49° geogr. Breite: 49°

delta_alpha= 14.7° Parallaxe in Rekt. = 1.25°
delta_delta= 2.7° Parallaxe in Dekl. = 0.31°

min. Winkelgeschw: 0.40°/h 418.00 =
max. Winkelgeschw: 0.70°/h a in Gra

Abbildung 3: links: Berechnete geozentrische und topozentrische Mondpositionen wéihrend
der interessierenden 25 Stunden; rechts: Durch Abzug der Eigenbewegung von den topo-
zentrischen Mondpositionen ergibt sich eine Figur, die als parallaktische Ellipse interpre-
tiert werden kann, die durch die Bewegung des Beobachters aufgrund der Erddrehung
hervorgerufen wurde (erzeugt mit Mondparallaxe.exe, siche auch [1]).

korrigieren und dadurch Messergebnisse erhalten, aus denen sich der Parallaxenwinkel
berechnen lasst (s. Abbildung 3). Am einfachsten und anschaulichsten vielleicht, indem
man fiir Rektaszension und Deklination einzeln eine konstante Anderungsrate annimmst
(Methode 13):

Korrektur von (a2, d2) Seit Beginn des Mondtages (t1) hat sich der Mond zur Zeit t,
aufgrund seiner Eigenbewegung um
. a3 — (X1 53 — 51

a P— (ty — t1) bzw. Ad P—

(t2 —t1)

weiterbewegt. Ohne Eigenbewegung wire der Mond zur Zeit ¢y also vom geografi-
schen Ort der zweiten Messung aus in der korrigierten Richtung

(0, 05) = (g — Aav, 63 — AJ)

beobachtet worden (Blickrichtung vom 7:11-Ort des Beobachters zur 21:17-Position
des Mondes in Abb. 4). Aus den Mondpositionen (ay,d1) und (o, 65) lasst sich der
Parallaxenwinkel p berechnen, weil sie zwar nicht gleichzeitig, aber am , fixierten*
Mond vorgenommen wurden:

p = \/(0/2 — 1) cosd)? + (04 — by) (2)

3Selbst wenn sich der Mond auf seiner Bahn gleichformig bewegen wiirde, wiirden sich, weil seine
Bahn gegen den Aquator geneigt ist, seine Rektaszension und Deklination nicht gleichférmig &ndern.
FEine Interpolation, die diese Bahnneigung beriicksichtigt, wird in Anhang A.3 beschrieben.




Nor dpol A\ a
' /
Bl 21:17 VMEZ

Abbildung 4: Messung der téglichen Parallaxe am Mond (s. Text): Die beiden blauen
Linien sind von der Eigenbewegung bereinigte Positionen. Die Parallaxenwinkel p und p’
beziehen sich auf die Methoden 2 bzw. 1.

Korrektur von (aq,6d71) Stellen wir uns einen virtuellen Beobachter vor, dem es gelingt,
an der Erddrehung nicht teilzunehmen, und der dadurch am Raumort der ersten
Messung bleibt*. Fiir diesen Beobachter wiirde sich die Position des Mondes nur
durch dessen Eigenbewegung dndern. Er wiirde also am Raumort der ersten Messung
zur Zeit to folgende Mondkoordinaten messen (Blickrichtung vom 21:17-Ort des
Beobachters zur 7:11-Position des Mondes in Abb. 4):

(ag,05) = (a1 + Aa, 61 + AJ)

In diesem Fall berechnet sich der Parallaxenwinkel aus den zeitgleichen Mondposi-
tionen (as,dy) und (a4, 05) aus

p = /(0% — as) cos 8)2 + (8§ — b2) (3)

Beide Korrekturen sind aquivalent; sie fithren auf denselben Wert des Parallaxenwin-
kels. Welche der beiden zugrunde liegenden Argumentationen man bevorzugt, ist wohl
Geschmacksache. In diesem Papier wird im Folgenden die letztere verwendet und mit
dem wirtuellen Beobachter argumentiert.

3 Tipps und Anleitungen fiir eigene Messungen und
Auswertungen

e Der Mond muss im Abstand eines Mondtages (ca. 24h50m), also an zwei aufeinander
folgenden Abenden oder Morgen, und zusétzlich ein weiteres Mal etwa in der Mitte
des Zeitintervalls, also morgens oder abends, fotografiert werden.

4In der Realitit wire das schwierig: Der Beobachter miisste sich mit hoher Geschwindigkeit v =
wpRE cos p, das ist mehr als 1000 km/h, entlang seines Breitenkreises nach Westen bewegen.



e Damit die Basislinge A der Parallaxenmessung moglichst grof3 werden kann, sollte
der Mond wéhrend der Dunkelheit méglichst lange {iber dem Horizont sichtbar sein.
Das ist bei Vollmond — besonders im Winter — der Fall. Am besten fotografiert man
deshalb den Vollmond in den Wintermonaten kurz nach Aufgang und kurz vor
Untergang.

e Es ist schwierig, den Vollmond so zu fotografieren, dass er auf dem Bild nicht {iber-
belichtet ist, aber trotzdem helle Sterne auf dem Foto zu erkennen sind, relativ zu
denen die Position des Mondes gemessen werden kann. Besonders geeignet fiir solche
Fotos sind helle Planeten. Aber es geschieht nur relativ selten, dass der fast volle
Mond an hellen Planeten vorbeizieht.

Das Problem kann dadurch iiberwunden werden, dass zwei Fotos mit feststehen-
der Kamera und unverdndeter Brennweite unmittelbar nacheinander aufgenom-
men werden: eins mit sehr kurzer Belichtungszeit, um den Mond richtig zu belichten
und seine Position auf dem Foto exakt messbar zu machen, ein weiteres mit langer
Belichtungszeit, um Umgebungssterne sicht- und auswertbar zu machen. Die Posi-
tionen von Mond und Sternen kénnen anschlieBend auf den beiden Bildern nach-
einander gemessen werden. Anschaulicher ist es, die beiden Digitalbilder mit einem
Bildbearbeitungsprogramm zu kombineren, z. B. durch Differenzbildung (s. Abb. 1).

Entscheidend ist dabei, dass sich die Orientierung der Kamera zwischen den beiden
Aufnahmen nicht dndert (z. B. bei der Umstellung der Belichtungszeit) und dass
die beiden Aufnahmen so schnell aufeinander folgen, dass die zwischenzeitliche Be-
wegung des Mondes vernachléassigt werden kann. Beides ist besonders einfach, wenn
man die Kamera von einem Laptop aus fernbedienen kann.

e Wenn moglich sollten die Bezugssterne so gewahlt werden, dass das von den Sternen
und dem Mond gebildete Dreieck sich moéglichst wenig von einem gleichseitigen
Dreieck unterscheidet.

e Die Pixelkoordinaten der Sterne und des Mondes koénnen mit einem Bildbearbei-
tungsprogramm (z. B. ImageJ) gemessen werden.

e Die dquatorialen Koordinaten der Bezugssterne — und moglichst weiterer auf dem
Bild sichtbarer Sterne — miissen bekannt sein. Man kann sie meistens dem Astronomie-
bzw. Planetariumsprogramm entnehmen, mit dessen Hilfe die Sterne auf dem Foto
identifiziert wurden.

e Die Umrechnung der Pixelabstdnde in Winkelabsténde und die Ableitung der Mond-
koordinaten sind nicht einfach. In den Anhingen A.1 und A.2 wird ein mogliches
Vorgehen detailliert beschrieben. Die Arbeit kann man sich von der Excel-Tabelle
Mondauswertung.x1ls abnehmen lassen, in der die entsprechenden Algorithmen im-
plementiert sind und in die man lediglich die eigenen Messwerte iibertragen muss.

e Fokussierung, Auffinden der geeigneten Belichtungszeiten und die Be-
stimmung der Mondkoordinaten kénnen an Tagen wor der eigentlichen
Messung geiibt werden!



Abbildung 5: Die Positionen des Beobachters um 21:17 und um 7:11 Uhr MEZ relativ
zum Mond und ihr (projizierter) Abstand A in Beziehung zum Durchmesser der Erde.
Die mit HomePlanet berechneten Bilder wurden iiberlagert.

Wéhrend einer Ubungsphase ist es sicher sinnvoll, sich die wahren Mondkoordinaten
berechnen zu lassen und zusétzlich in die Tabelle einzutragen.

4 Ein Beispiel

Die Algorithmen der Auswertung werden im Anhang ausfiihrlich beschrieben.

4.1 Die Bestimmung der Mondpositionen

Der Mond wurde an den Abenden des 26. und 27. Dezember 2015 kurz nach Aufgang und
am Morgen des 27. Dezember kurz vor Monduntergang fotografiert. Abbildung 6 zeigt
die entsprechenden mit einem Astrometrieprogramm vorab berechneten Mondpositionen.
Verwendet wurde eine digitale Spiegelreflexkamera mit einem Weitwinkel-Zoomobjektiv
(Filmempfindlichkeit 100 ASA, Blende 3.5, Brennweite f~11 mm). Die Belichtungs-
zeiten betrugen 1.6 s und F%o — 2—;0 s. Abbildung 1 zeigt als typisches Ergebnis das
Differenzbild zweier solcher Aufnahmen, in dem sich das Negativ des kurz belichteten
Mondes deutlich vom {iberbelichteten Mond der Langzeitaufnahme abzeichnet.

Auf den Fotos wurden mit ImageJ die Pixelpositionen einiger heller Sterne (insbeson-
dere Capella, Castor, Pollux, Regulus, Rigel und Sirius) und des Mondes ausgemessen.
Mit den bekannten (Aquatorial-) Koordinaten der Sterne konnten zunichst ihre Win-
kelabsténde berechnet und durch Vergleich mit ihren Pixelabstdnden die Brennweite des
Objektivs genau bestimmt werden. Dadurch konnte die in den Bilddaten angegebene
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Abbildung 6: Die Positionen des Mondes am Sternenhimmel zu den Zeiten der hier be-
schriebenen Messungen (erzeugt mit Guide9)

Brennweite von 11.0 mm auf 11.2 mm korrigiert werden. Das Verfahren wird in Anhang
A.1 beschrieben.

Aus den Winkelabstédnden des Mondes zu den Sternen lassen sich sodann die Koordina-
ten des Mondes ableiten. Details der Rechnung, die die Excel-Tabelle Mondauswertung.x1s
iibernehmen kann, werden in Anhang A.2 beschrieben.

Aus den drei Aufnahmen ergeben sich die folgenden Positionen des Mondes:

‘ Datum ‘ Uhrzeit ‘ At ‘ Rektaszension ‘ Deklination
11]26.12. 2015 | 21:17:11 | 0.00 h 113.38° 16.67°
2| 27.12. 2015 | 07:11:16 | 9.90 h 117.87° 15.84°
3 22:11:54 | 24.91 h 127.67° 14.57°

4.2 Bestimmung des Parallaxenwinkels

Aus den Positionen 1 und 3 lassen sich, wegen t3 — t; ~ Tj,, nach den in Anhang
A.3 beschriebenen Verfahren zunéchst die mittlere Winkelgeschwindigkeit des Mondes
und dann die vom virtuellen Beobachter zur Zeit t, gemessene Mondposition (o4, %)
berechnen. Es ergeben sich die folgenden Parallaxenwinkel:

(ag,0) = (119.06°,15.83°) = p=1.14° (nach Methode 1)
" = (~047,0.84,027) = p=118"  (nach Methode 2)



Abbildung 7: Die Gréfle der gemessenen téglichen Parallaxe des Mondes

Der Parallaxenwinkel ist zwar klein, aber immerhin mehr als doppelt so grof§ wie der
Winkeldurchmesser des Mondes. Abbildung 7 veranschaulicht die Gré8e des Effektes durch
Simulation der Uberlagerung der Fotos von Beobachter 2 (bei dem es sich um dieselbe
Person wie bei Beobachter 1 handelt!) und des virtuellen Beobachters.

4.3 Die Entfernung des Mondes

Die geografische Position, an der die Beobachtungen durchgefiihrt wurden, ist (o, A) =
(48.93°,8.95°). Der ,,Beobachtungsort* des virtuellen Beobachters hat dieselbe geografi-
sche Breite. Seine geografische Lange A, ist jedoch kleiner, weil sich die Erde in der Zeit
ty — t; unter ihm nach Osten weggedreht hat. Sie betrdgt demnach

B 360°
23h56m

Der lineare Abstand der beiden Orte ldasst sich nun leicht berechnen — entweder auf
ihrer unterschiedlichen Lénge auf demselben Breitenkreis oder aus den entsprechenden
kartesischen Ortskoordinaten. Er betragt

)\’UB = AN\l (tQ - tl) = *139980 (4)

A =127Rp (Rg = Erdradius) (5)

Nimmt man vereinfachend an, dass die Verbindungslinie der beiden Orte senkrecht auf
der Richtung zum Mond steht, ergibt sich daraus ein Naherungswert fiir die Mondentfer-
nung d (s. Anhang A.5):

A
d=— = 634RE (nach Methode 1) (6)
p
= 61.4RE (nach Methode 2) (7)



Abbildung 8: Fiir die Bestimmung der Mondparallaxe kommt es nicht auf den Abstand A
der beiden Beobachter an, sondern auf dessen Projektion A, parallel zur Richtung zum
Mond.

Fiir die Entfernungsbestimmung kommt es jedoch nicht auf den Abstand A an, sondern
auf seine Projektion A parallel zu Richtung zum Mond (Abb. 8, sieche auch Abb. 5).
Um den Winkel zwischen der Verbindungslinie zwischen den Beobachtungsorten und der
Richtung zum Mond berechnen zu kénnen, miissen auch die Ortsvektoren der Beobachter
als Aquatorialkoordinaten beschricben werden. Dazu mache man sich klar:

e Die Deklination 0 eines Ortes auf der Erde ist gleich seiner geografischen Breite .

e Die Rektaszension « eines Ortes auf der Erde dndert sich im Laufe eines Sterntages
(23h56m) um 360°. Zu jeder Zeit stimmt sie iiberein mit der lokalen Sternzeit 6 an
diesem Ort.

Die Sternzeiten kann man sich mit irgendeinem Programm® berechnen lassen. Sie
betragen fiir die beiden Orte am 27. Dezember um 7:11:16 MEZ

01 =13:08:46 =197.2° und 6, = 3 : 13 : 03 = 48.3°.

Damit ergeben sich der Projektionswinkel w, und der projizierte Abstand A, der beiden
Orte zu

wy = 85.3° - AJ_ = 1.26Rg. (8)

= Daraus ergibt sich nur eine kleine Korrektur an der Mondentfernung:

d=— = 63.0RE (nach Methode 1) (9)
p

= 61.1RE (nach Methode 2) (10)

Diese Entfernung kénnte noch mit dem Abstand der Verbindungslinie vom Erdmittel-
punkt korrigiert werden.

°Ich berechne sie mit dem kleinen selbst geschriebenen Programm PlanetenDelphi, mit dem sich
auch genaue Mond- und Planetenkoordinaten berechnen lassen.
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Die genaueste Methode zur Berechnung der Mondentfernung beruht auf einfacher Vek-
torrechnung (s. Anhang A.5.2). Damit ergibt sich schlielich die Mondentfernung zu

d = 63.5RE = 404000km (nach Methode 1) (11)
= 61.4RFE = 391000km (nach Methode 2) (12)

Vergleicht man diese Werte mit dem wahren Wert der Mondentfernung zum Zeitpunkt
der Messung (60.2Rg = 383000km), dann kann ich mit dem Erfolg dieser ersten Beispiel-
messung sehr zufrieden sein! Die Abweichung des Messwertes vom wahren Wert der Mon-
dentfernung diirfte hauptséchlich darauf beruhen, dass die Annahme einer gleichférmigen
Mondbewegung im Zeitintervall nur schlecht erfiillt ist: Tatséchlich nahm die Winkelge-
schwindigkeit im gesamtem Zeitintervall ab®.

5 Fazit

Auch die Messung der téglichen Parallaxe des Mondes verfiigt iiber einen gewissen Er-
lebnischarakter (stabiles Wetter iiber zwei aufeinander folgende Nichte, Aufsuchen eines
geeigneten, evtl. weit von zuhause entfernten Beobachtungsortes, ...), dieser ist aber
deutlich weniger ausgeprégt als bei der Parallaxenmessung durch weit voneinander ent-
fernte Beobachter (siehe z. B. [2] und [3]), Dafiir aber stellt sie wohl in den meisten Fille
eine realistischere Moglichkeit dar, zu einem eigenen Messwert fiir die Mondentfernung zu
kommen. Zwar ist, wie ich hoffe deutlich gemacht zu haben, auch bei dieser Messung eine
genaue Planung erforderlich. Die ,, Absprachen” mit sich selbst sind aber doch deutlich
einfacher als mit einer Gruppe iiber die Erde verteilter Beobachter, die hédufig nicht genau
zuhoren bzw. lesen und Messvorbereitungen oft fiir iiberfliissig halten.

Bei der hier beschriebenen Messung handelt es sich um eine erste Erprobung des Mess-
verfahrens. Sie sollte auf jeden Fall noch mehrmals wiederholt werden, um Erfahrungen
mit den praktischen Problemen zu sammeln und die Genauigkeit der Ergebnisse besser
abgeschétzen zu konnen.

Die entscheidenden Messgrofien sind die Winkelabstdnde des Mondes zu hellen Sternen
zu drei verschiedenen Zeiten. Fiir die Messung von Winkelabstdnden gibt es aber ein
professionelles Gerét: den Sextanten.

Die Messung der tdglichen Parallaxe des Mondes sollte sich mit noch
geringerem Aufwand mit einem Sextanten durchfiihren lassen!

Eine erste Winkelmessung an Mond, Sirius und Procyon am 21. Januar 2016 um 1:22
MEZ ergab eine Mondposition, die sich um 0.26° von der wahren Position unterschied.
Mit mehr Ubung und einem kleineren Abstand zwischen den beiden Winkelmessungen
lasst sich hoffentlich noch eine groflere Genauigkeit erzielen.

6Der Mond durchlief am 21. Dezember das Perigium (Erdnihe) und am 2. Januar das Apogium
(Erdferne).
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A Anhang: Mathematische Details

A.1 Winkelmessungen auf Digitalfotos

In diesem Abschnitt wird davon ausgegangen, dass das Objektiv eine ideale Lochkame-
raabbildung des Sternenhimmels auf dem CCD-Chip erzeugt. Zusétzliche Abbildungsfeh-
ler des Objektivs erfordern die Berechnung von Plattenkonstanten. Damit habe ich mich
noch nicht befasst ([5] und [4]).

e Im Fall grofler Brennweiten kann eine lineare Beziehung zwischen den Entfernungen
in Pixeln und in Grad angenommen werden:

— Waihle zwei Referenzsterne mit bekannten Himmelskoordinaten (aq,d;) and
(cvg, 02) und miss ihre Pixelkoordinaten (z1,y;) and (x9,ys).

— Der Winkelabstand w dieser Sterne kann dann mit der folgenden Gleichung
berechnet werden (Seitenkosinussatz):

w = arccos(sin d; sin ds + cos d; cos dy cos(a; — az) (13)

— Thr in Pixeln gemessener Abstand ist natiirlich

dp = /(22 = 20)* + (2 — 11)? (14)
— Der Mafistab auf dem ganzen Photo ist deshalb:

w
M= — 1
dp (15)
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e Im Fall einer kurzen Brennweite variiert der Mafistab auf dem Bild, und die Bestim-
mung von Winkelabstédnden ist etwas komplizierter:

— Die Kantenléinge der Pixel (Massstab = 0.0043mm") und ihre Anzahlen
in beiden Richtungen (n,,n,) = (5184, 3456) miissen bekannt sein.

— Mit einem Néaherungswert fiir die Brennweite f, des Objektivs kann der Win-
kelabstand wq der Referenzsterne bestimmt werden, indem zunéchst ihre ,, Azi-
mutwinkel“ A; und ihre ,,Hohenwinkel“ h; berechnet werden:

A; = arctan2(z;,y;) (16)

h; = arctan fo mit (z,,, ym) = (2592, 1728) (17)
V@ = 20)? + (Ui — Ym)?

wp = arccos(sin hy sin hy + cos hy cos hy cos(A; — Ay) (18)

— Schlieflich kann der Ndherungswert fiir die Brennweite zu f verbessert werden,
indem wy an den wahren Winkelabstand w der Sterne angepasst wird.

A.2 Die dquatorialen Koordinaten des Mondes

Eigentlich muss es sich hier um ein Standardproblem der sphérischen Astronomie handeln.
Aber ich habe bis jetzt keine geschlossene Losung dafiir gefunden.

e Wihle zwei Referenzsterne S; und S aus, die voneinander den Winkelabstand wqs
haben.

e Miss die Pixelabsténde des Mondes zu diesen Sternen und berechne die zugehorigen
Winkelabsténde w;. Die Sterne und der Mond bilden ein sphérisches Dreieck S;59M
mit bekannten Seitenldngen.

e Die Mondposition muss einen der Schnittpunkte zwischen zwei Kreisen auf der Him-
melskugel bilden. Jeder dieser Kreise ist Schnittkreis zwischen der Kugel und ei-
ner Ebene, die folgendermafien festgelegt ist: Der Ortsvektoren des entsprechenden

Sterns S; steht senkrecht auf der Ebene. und ihr Abstand vom Ursprung ist cos w;
(s. Abbildung 9).

e Seien 7; die rechtwinkligen dquatorialen Ortvektoren der beiden Referenzsterne,

7; = (cos a; cos d;, sin ay; cos d;, sin 6; ),

dann sind die Normalformen der Schnittebenen®

7 -7 = d; mit d; = cosw;.

"Die Zahlenangaben geben die in taeglMondparallaxe.xls voreingestellten Daten der Kamera an,
die fiir die Beispielmessung verwendet wurde.
8Die folgenden Gleichungen habe ich aus Wikipedia, da ich in Ney keine Formelsammlungen habe.
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Abbildung 9: Alle Punkte auf der Einheitskugel, die denselben Winkelabstand w von
einem Stern haben, bilden einen Kreis auf der Kugel. Dieser Kreis ist der Schnittkreis der
Kugel mit einer Ebene.

Gesucht ist zunédchst die Parameterdarstellung der Schnittgeraden ¢ der beiden Ebe-
nen:
g: r=q+ti
e Der Richtungsvektor  ist

— —

W =71 XTIy = (lerzz—7“1z7’2y,7“1z7’2x—7“1:(;7’2z,7“1x7’2y—7’1y7“2x)-

e Der Stiitzvektor ¢ kann folgendermafien berechnet werden:

q,_dlr%—ab(??l'_é)_, d2T%—d1(F1'F2)_,
= e 1 S 2
rirs — (7 - 7)? rirs — (- 7)?

Da die 7; Einheitsvektoren sind, kann man diese Beziehung folgendermafien verein-
fachen:

COS W1 — COS W9 COS W12 _, i COS W9 — COS W1 COS W12

q= (81

sin® wyg sin wig

e Gesucht sind nun die Schnittpunkte s; dieser Geraden mit der Einheitskugel, d. h.
zwei Parameter t;, fiir die gilt:

§; = ¢+t mit 57 = 1.
Das ist aber eine quadratische Gleichung fiir ¢:
(1 +tw1)® + (g + twa)? + (gs + twy)® = 1
(wf +w; + wg) 2+ 2 (qwr + qwz + ggws) t + (Qf + 4+ — 1) =0
oder: A + Bt+C = 0

bl

mit den Losungen

B [/ B\? B [/ B\?
tl—_ﬂ_'_ (ﬁ) —Cundt2——ﬁ— (ﬁ) —C
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e Rechnet man die kartesischen Koordinaten §; in die entsprechenden sphérischen
Koordinaten (a;,d;) um, ist in der Regel leicht zu erkennen, welche der beiden
Losungen die richtige ist.

Dieser Algorithmus ist auf dem Tabellenblatt Positionsberechnung der Excel-Tabelle
Mondauswertung.xls implementiert.

A.3 Interpolation der Eigenbewegung des Mondes

Wenn man die Position des Mondes zweimal im Abstand At etwa eines Mondtages misst,
(a1, 61) und (g, d2), ist die Positionsverinderung nicht durch einen Parallaxeneffekt ver-
falscht, und die mittlere Bewegung kann berechnet werden:

Methode 1 Nimmt man die Mondbewegung in Rektaszensions- und Deklinationsrich-
tung als gleichformig an®, dann lassen sich Zwischenpositionen (a(t),d(t)) leicht
interpolieren:

A« Ad
Oé(t) :a1+E(t—t1) und 5(t) :51+Kt(t—t1) (19)
Methode 2 Will man den nichtlinearen Charakter der sphérischen Koordinaten und die

Schieflage der Mondbahn beriicksichtigen, ist die Interpolation etwas schwieriger:

1. Man nimmt an, dass der Mond in seiner Bahnebene eine gleichformige Kreis-
bewegung vollfiihrt.

2. Den (Einheits-) Normalenvektor 7 dieser Ebene erhélt man aus den beiden
gemessenen Mondpositionen 77:

N 771 X ’Fg

n= "=

|7’1 X 7"2|

3. Den zweiten Einheitsvektor é5, der €; = 7 zu einem rechtwinkligen Koordina-
tensystem in der Bahnebene ergénzt, erhéilt man aus

82 =1 X _’1
4. Der wahrend der Zeitspanne At insgesamt vom Mond iiberstrichene Winkel
ps — 1 = Ay ergibt sich aus

Ap = arccos(ry - 7).

5. Nimmt man nun an, dass der Mond die Erde wahrend des betrachteten Mond-

tages gleichformig umléuft, dann hat er zu einem beliebigen Zwischenzeitpunkt

t den Winkel
Ap

o(t) =1+ E(t —t1)

tiberstrichen. Sein Ortvektor 7(¢) ist demnach

7(t) = cos p(t)éer + sin p(t)és. (20)

9sieche Fufinote 2
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Beide Rechnungen sind im Tabellenblatt Interpolation umgesetzt. So kann gepriift
werden, ob zwischen den Ergebnissen der beiden Rechnungen ein relevanter Unterschied
besteht.

A.4 Bestimmung des Parallaxenwinkels

Die Positionen 1 und 3 zeigen die reine, parallaxenfreie, Eigenbewegung des Mondes. Aus
ihnen lésst sich die mittlere Winkelgeschwindigkeit des Mondes berechnen:

1. Mit Methode 1 ergibt sich die Mondposition, die der virtuelle Beobachter am Raum-
ort der ersten Messung zur Zeit t, messen wiirde, mit Gleichung (19) zu

03 — 01
ty — 1), 0y = to —171). 21
Pty — ), 0 = F— (0~ 1) 1)

oy = S = 1)

Der Parallaxenwinkel ist der Winkel zwischen den von Beobachter 2 und vom vir-
tuellen Beobachter gleichzeitig gemessenen Mondpositionen, also

p=1/((a4 — az)cosd)? + (8 — 8u)? (22)

2. Aus der Winkelgeschwindigkeit in der Bahnebene ergibt sich mit Methode 2 (An-
hang A.3) geméB Gleichung (20) fiir die Messung des virtuellen Beobachters

Ay
t = —t
plla) = Fts
7" = cosp(ty)er +sinp(ty)és (23)

und damit der Parallaxenwinkel p als Winkel zwischen den Vektoren 7% und 7"

p = arccos(7 - ") (24)

A.5 Ableitung der Mondentfernung aus der Parallaxenmessung

Sind die geografischen Koordinaten (¢;, A;) der beiden Orte bekannt, an denen die Mes-
sungen am Mond vorgenommen wurden, aus denen der Parallaxenwinkel p berechnet
wurde, lasst sich die Mondentfernung auf folgende zwei Weisen ableiten, nachdem der
lineare Abstand A zwischen den Beobachtungsorten aus den entsprechenden kartesischen
Koordinaten 7; berechnet worden ist:

A:‘_’Q_Fl‘ (25)



BeogbAchter;

Abbildung 10: Zur Berechnung des Schnittpunktes der beiden Sichtlinien

A.5.1 Anschauliche Methode

Nimmt man zunéchst vereinfachend an, dass der Verbindungsvektor 75 — 7} der Beobach-
tungsorte senkrecht auf der Richtung zum Mond steht, ldsst sich die Mondentfernung d
néherungsweise nach Gleichung (1) berechnen:

d=2=
p

Bei einem anderen Winkel zwischen dem Verbindungsvektor und der Richtung 7, zum
Mond kommt es nur auf den projizierten Abstand A, an:

i — 7

A, Asinw, )
= — T

= ——= mit w, = arccos(
p p g

d (26)

Gegebenenfalls kann das Ergebnis zusétzlich um den Abstand der Verbindungslinie
der beiden Orte vom Erdmittelpunkt korrigiert werden.

A.5.2 Exakte Methode

Wenn 7; die kartesischen Ortsvektoren der Beobachter sind und €; die Richtungen, in der
sie den Mond sehen, dann muss sich der Mond irgendwo auf den Geraden befinden, die
durch

75 + Ve, v>0
beschrieben werden kénnen. Wenn die Beobachter den Mond gleichzeitig anvisieren, dann
muss sich der Mond am Schnittpunkt der beiden Sichtlinien befinden. Es muss also gelten:

T1+)\61:T2+M€2, )\,,u>0
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Das sind drei Gleichungen mit nur zwei zu bestimmenden Unbekannten A und p! Anders
als in einer Ebene werden sich die beiden Geraden nur bei exakten Messungen schneiden.
Andernfalls verfehlen sie einander (,windschiefe Geraden®). Wegen immer auftretender
Messfehler wird also obiges Gleichungssystem niemals 16sbar sein.

Aus diesem Grunde sind wir gezwungen, statt des Schnittpunktes die Stelle der grofiten
Annéherung zwischen den beiden Geraden zu berechnen. Das heifit, wir suchen nach zwei
Punkten P, = 7, + \, &, und By = 7 + 1o€y auf den Geraden, deren Verbindungsvektor
senkrecht auf beiden Geraden steht:

(P,—P)-é = 0,
(151—152)-6 0

—

y =

Das ist ein System zweier linearer Gleichungen mit zwei Unbekannten A; und ps. Eine
einfache Umformung fithrt auf die folgenden Gleichungen

At = 1—¢ -6
Ny = 2 T1) (6 + )

aus denen die gesuchten Parameter leicht zu berechnen sind:

A= o (A4 p2) + (A —p2)),

(A1 + p2) = (A1 — p2))

(NN NN

M2 =

Die Entfernung des Mondes ergibt sich dann schliellich zu

v =~ ‘Fl + )\181| ~ |F2 +M2€2| (27>

Als Ma8 fiir die Genauigkeit des Ergebnisses kann man den Minimalabstand | P, — P|
der beiden Sichtlinien nehmen.

Dieser Algorithmus ist im Tabellenblatt korr.Parallaxenrechnung von
Mondauswertung.x1ls implementiert.

A.6 Vergleich der beiden Interpolationsmethoden mit den wah-
ren Parallaxenwerten

Die Interpretation der Parallaxenmessung als simultane Messung mit einem virtuellen

Beobachter hat den Vorteil, dass man prézise virtuelle Beobachtungsdaten berechnen

kann, weil Uhrzeiten und die jeweiligen Positionen des virtuellen Beobachters bekannt
sind.
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Abbildung 11: Vergleich der beiden Interpolationsmethoden mit berechneten Positions-
daten. Eingetragen sind zusétzlich die Ergebnisse der hier beschriebenen Messung

In Abbildung 11'° zeigen entsprechende fiir das ganze Messintervall berechnete Ande-
rungen in Rektaszension und Deklination die erwartete parallaktische Ellipse, die durch
die ,,Reise” des Beobachters entlang seines Breitenkreises zustande kommt. Die Abbildung
zeigt auch die Werte die sich nach den Interpolationsmethoden 1 und 2 aus berechneten
Mondpositionen fiir ¢; und t3 ergeben. Es zeigt sich, dass — zumindest an diesem Tag —
Methode 2 besser mit den wahren Werten iibereinstimmt.

Yerzeugt mit dem Programm taeglMondparallaxe.exe, mit dem auch andere Messungen ausgewertet

werden konnen
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